الاحتمالات الشرطية 


Kimou. 


تعریف : (() مجموعة منتهية ذات 0 عنصر حیث ne IN*‏ و 1۳۴ 6 م 
نسمي قائمة ذات م عنصر من المجعوعة ((6) کل متتالية مرتبة من م حد مأخوذ من المجموعة (62) 
مثال : (2:3: 1 2 (62) 

قوائم المجموعة (6) ذات عنصرین هي 

])3:3( :)3:2(:03:1(102:3(: 02 :2( : ۵: 1(: 01: 3(: 01 :2(: 0: 1( 

ملاحظة : عدد القوائم ذات م عنصر من المجموعة ذات ۵ عنصر هو ۳ 

مثلا : في المثال السابق عدد القوائم ذات عنصرین من المجموعة (1:2:3) هو 32-9 

الترتيبة : 

((6) مجموعة منتهية ذات 12 عنصرا حیث IN*‏ © ۵ و IN*‏ € م ۱ 
کل قائمة ذات م عنصرا متمایزا مثنی مثتی من عناصر المجموعة (62) تسمی ترتيية ذات م عنصرا من المجموعة )٤2(‏ 
و عددها هو ۸ معرف كمايلي : (1 + م -2) × ا x‏ (2 - م x‏ (1 -م) A= nx‏ 

حالات خاصة : 1 

اذا کان ۸< و فان 20 ,۸ 

إذا كان << : 21 <*ا (N= 1( x (n —2) x...‏ عدم ع A‏ نرمز له بے !8 و يقرا "8 عاملي" أو " مفکوك 11 
في هذه الحالة كل ترتيبة تسمی أيضا تبديلة ذات 1 عنصر من المجموعة (62) 
نشاط : 

نرید ترتیب 8 أشخاص حول طاولة مستديرة 

بكم طريقة مختلفة يمكن تحدید وضعية کل شخص ؟ 

الحسل : 

اذا اعتبرنا کل وضعية للجلوس هي قائمة ذات 8 عناصر من مجموعة الأشخاص ذات 8 عناصر فان عدد هذه الوضعیات هو 
تبدیلات ل 8 عناصر من بين 8 عناصر لأن الأشخاص مختلفة مثنى مثنی . و عليه فعدد الوضعیات المختلفة للجلوس هو 
!8 

التوفيقات : 

((6) مجموعة منتهية ذات 7 عنصرا حيث * > 2.. م عدد طبيعي حيث ۱ > م > 0 

نسمي توفيقة ذات م عنصر من عناصر المجموعة (62) كل جزء ذات م عنصر من المجموعة (62) 

۷ 
n 


2 
نرمز إلى عدد التوفیقات دات م عنصر من مجموعة ذات 1 عنصر بالرمز 06 ۳ | و نقرا : توفيقة ذات م عنصر 
من بين 1 عنصر . 
نتانج : من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ۸ فان : 
3 یوجد جزء وحيد خالي 
1= : یوجد جزء وحید يحتوي على كل عناصر المجموعة (62) و هو (©) 


n 


n!‏ مم 
إذا كان 5 > م ک0 فان : ک چچچ سس با 
p! (n~ p)!‏ 
Eg, IE CN OEY a‏ 
HOE 317 ۰21‏ 9 


خواص أساسية : 
1 و م عددین طبیعیین حیث ک م > 0 
ہے 


ہے 
مثلث باسکال : هو مثلث یسمح بحساب ای باستعمال الخواص كمايلي : 


ہے الاسطر تمثل العدد 12 
سه الاعمدة تمثل العدد م 


ال العمود الأول يمثل “© إذن : 1 ۲ 
سه الأعمدة الأخيرة تمثل e‏ إذن : 21" 
سیر کر اعت ۱ 
سه حسب الخاصية Cait Cn‏ - 1 
ن التنقل من سطر إلى آخر . 
المتلث المقابل : 


ي صندوق على 9 كرات لا نفرق بینها عند اللمس . 
من الصندوق 3 كرات في آن واحد . فما هو عدد الحالات الممكنة ؟ 
سحب لثلاث كرات هو توفيقة ل 3 عناصر من بين 9 عناصر (جزء ذات 3 عناصر من مجموعة ذات 9 عناصر) 


, : عدد الحالات الممكنة هو : 84 =7 ×4× 3= 
3*1 !6 6۱*31 


ثنائي الحد 
و 8 عددان حقیقیان . 8 عدد طبيعي غير معدوم . 


8 
A+B)" => C, ۲ 
= A" + C A" B+ CÛ ل +تھ ثكم‎ Cj AB" ¥ 


(a+ b)? کرو‎ ab + b? = a + 2 a b + 2 


ا + b+ 3 a b‏ 2ه 3 + نو = Cj ab +Ç ab? + bî‏ + نو ترم بق 


“م امع %- 
Ca‏ 8-2 


رک( + 

3 وا 3 
“ع “ترق پر (1) د 
یھن وا 


سلسله هباج 
لذن : حسب دستور کائی الحد ر۴ “لسعم 
حك 3k‏ 1 
أحسب 56 8-2 
n‏ 4 م 
الحل : عو 
6 « 2 2 8 
"4 ۱-0 
0 
جح TEA‏ عو 
4 ۲20 
0 فى تمده الاتل ۔ "ہر 1])۔ 
إذن : حسب دستور ثنائي الحد : )0 (3+ E‏ 


نمذجة تجربة عشوائية 
عند القيام بتجربة عشوائية تکون مجموعة نتائجها الممكنة منتهية و قابلة للعد تسمی مخارج التجربة و نرمز لها 
ga‏ ور 2 ظ 
نعرف على هذه المجموعة قانون احتمال م و هو كل متتالية عددية معرفة من المجموعة (2 .... : 2 : 1) تحو المجموعة 
[0:1] ترفق بعنصر 1 العدد الحقيقي :م حیث 21 ۲ ..... + دم ۵ رط 
كل عدد حقيقي :م يسمى احتمال الحادثة زد و نکتب زم = (×) 
في حالة تساوي الاحتمال بين کل الحوادث فان : 
1> بم + ..... +وم + رم یکافی 1= رع + ...۳۱۰ ۳۱ 

يكافئ > رمم 

یکافی 1/2 ۶۱ 
مبرهنة : في حالة تساوي احتمال على مجموعة المخارج £ فان من أجل کل حادثة ۸ 


لدینا : عند اضف ھی - (2)۸ 
عدد عناصر ٤‏ 
مثلا : نسحب كرة واحدة من كيس فيه 6 كرات مرقمة من 1 إلى 6 
لتکن ۸ الحادثة : سحب كرة رقمها مضاعف 3 
إذا كان الاحتمال متساوي فان : 2/6 > (4)م لان : 
E= )1:2:3:4 : 5 : 6(‏ إذن : عدد عناصر ۴ هو 
(6 : 3) = ۸ اذن : عدد عناصر ۸ هو 
خواص أساسية و مصطلحات الاحتمالات 
٤‏ مجموعة امکانیات تجربة عشوائية . 
۸ و 8 حادثتین (مجموعتین جزئینین من المجموعة 5) 
م قانون احتمال معرف على المجموعة ٤‏ 
1- ۱ (2)۸ >0 
2 0= (0)4 : حادثة مستحيلة . 
3- 1= (ظ)م : حادثة أكيدة . 
4- (08 ۸)م - (8)م + p)۸(‏ = (8لاخ)م : A۸‏ و ظ حادنتان کیفیتان . 


p(AUB) = p(A) + p(B) 5‏ : ۸ و 8 حادئتان غير متلائمتین . 

A=E-A : p(A)=1-p(A) 6 

المتغير العشوائي 

نسمي متغير عشوائي × كل دالة عددية معرفة على مجموعة الامكانيات 8 مزودة بقانون احتمال ص حیث ‏ يأخذ القيم 
Xn‏ ..... : 242 : × بالاحتمالات مط ..... P2;‏ رم معرفا كمايلي : نم = (26< 36)م 


مثال : صندوق يحتوي على كرتين لا نفرق بينهما عند اللمس أحدهما بيضاء 8 و الأخرى سوداء 71 نسحب 3 مرات كرة 
واحدة مع إرجاعها بعد كل سحب إلى الصندوق . 

إذن : المخارج الممكنة E = {BBB : BBN ; BNB : BNN : NBB : NBN : NNB : NNN}‏ 
لیکن سحب كرة بيضاء يؤدي إلى ربح 04 20 و سحب كرة سوداء يؤدي إلى خسارة 04 10 . نعرف المتغير العشوائي 26 
الذي يرفق بکل حادثة مجموع المبالغ الناتجة (ربح أو خسارة مثلا : BBN‏ يؤدي إلى 10 - 20 + 20 = ×) 
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القيم الممكنة ل × : 


BBB | BBN BNN [ NBB | NBN | NNB | NNN‏ | الحوادث 
0- | 0 0 یو پان 0 60 _| قیم 2 
قن : × ياخذ القیم (60: 30 ;:0 ; 30 -) 
يكون 30 - = × اذا وفقط إذا كانت نتيجة التجربة NNN‏ 
یگون 0= × اذا و فقط إذا كانت نتيجة التجربة BNN‏ أو NBN‏ أو NNB‏ 
0 = × إذا و فقط إذا كانت نتيجة التجربة 88N‏ او 81718 أو NBB‏ 
60 = × اذا و فقط إذا كانت نتيجة التجربة 888 
p(X =-30) = 1/8‏ 
p(X =0) = 3/8‏ 
p(X = 30) = 3/8‏ 
p(X = 60) = 1/8‏ 
ن : قانون احتمال المتغير العشوائي × هو كمايلي : 
0 |30 [ 0 353512301 
8 | 3/8 | 3/8 | 1/8 | نام 


الرياضياتي ؛ التباين 
يكن × متغير عشوائي یاخذ القیم [م× ..... ;2× :26۱) 
زم > p(X = Xi)‏ 
الرياضياتي للمتغير العشوائي × هو ۸0 > p(X‏ ,26 3= 5800 


ن متیر العشوائي 16 هو اعد :۰ ۳06-160 06-800۴ = Var‏ 
اف المعياري للمتغين التشوائي × هو وم = a(x)‏ 


الفيزياني 
هو الربح المتوسط الذي يأمله اللاعب عند القيام بالتجربة عدة مرات . 
فان : إذا كان 0 > (5)76 فان اللعبة عادلة 

إذا كان 0 < (28)0 فان اللعبة مربحة 

إذا كان 0 > E)×(‏ فان اللعبة ليست في صالح اللاعب 


| و ۷ متغيران عشوائيان معرفان على نفس الوضعية 
عند حقيقي ۰ (85)0 ۰  )۷(‏ (۷ + )۳ هي على الترتيب الأمل الرياضياتي للمتغيرات العشوائية × ۰ ۷ ۰ 
27 


E(aX)=aE(X) و‎ ۳+ Y) > E(X) + 8 
تچ : × متغير عشوائي و ۵ و تا عددان حقیقیان‎ 
E(b) = b لان‎ E(X + b) = E(X) + b 
Var(X) = E(X - E(X)) = (06ظ‎ - 00 
e (aX) = lalo (X) و‎ Var(a X) =a Var(%) 
o (X +b) =o (X) و‎ Var(X + b) = Var(%) 
5 )2( الخاصية‎ 
Var(%) = > 0۴-5007 0062 
= È [Xî-2 Xı E(X) + EÇ] p(X = X) 
- 5 ود مر کر‎ -2 800 ×× p(x =X) + E) 2 ۴ 


x E(X) + 8209‏ 800 2 - ت۶0 = لن .1 - (< = p(X‏ 
و وو اک سن و = 5 


الاحتمالات الشرطية 
تعریف : 
۸ و 8 حادنتان حيث ۶0 (4)م 
احتمال وقوع الحادثة 8 علما أن ۸ محققة یسمی احتمال شرطي نرمز له ب (0۸)8 حیث 
و نقرأ : احتمال الحادثة 8 علما أن الحادثة ۸ محفقة 
مثال : نرمي زهرة نرد ذات 6 آوجه غير مزيفة مرقمة من 1 إلى 6 

لتکن ۸ الحادثة النتيجة عدد فردي 

8 الحادثة النتيجة عدد مضاعف 3 
لدينا : 3/6 <(0)۸ ۶ 6 P(ANB)=1/6 ۰ p(B)‏ 


2)۸ NB) 


= (8)م 
220 (ظ)۲۸ 


منه : احتمال الحصول على عدد مضاعف 3 علما أن النتيجة عدد فزدي هي 
تحقیق : إذا كانت النتيجة فردية فان عدد الحالات الممكنة هي [5 : 3: 1) 
من بين هذه الحالات العدد 3 فقط مضاعف 3 اذن : 1/3 > (ظ)8۸ 
تطبيق : 
يحتوي صندوق على 6 كرات حمراء و 3 كرات خضراء لا نفرق بينها عند اللمس . 
نسحب من الصندوق كرتين على التوالي دون ارجاع 
لتکن ۸ الحادثة : الكرة الأولى حمراء 
8 الحادثة : الكرة الثانية خضراء 
أحسب (4)م ؛ (8)م ثم استنتج (8 0 ۲)۸ 
الحل_: 
عدد الحالات الممكنة هو 8-72 291 و4 
لتكن ۸ كرة حمراء و ۷ كرة خضراء 
الحادثة ۸ توافق الحالات التالية : RR‏ او RV‏ 
إذن : عدد هذه الحالات هو :48 = 18+30 يم +63 


نتيجة : ہو ع درم 


الحادثة 8 علما أن ۸ محققة توافق الحالات 11۷ من بين RR‏ و RV‏ 
إذن : عدد هذه الحالات هو 8ھ 3 6 من بين 30-48 +18 


پیک 3 18 

چا د 8ا B)=‏ 

3 ۳-3 (8)مم 
تا (ظ ۲۱ 20۸ 


۸ ۲۱ 8( > : نه‎ = 
7 ( - (8)مم‎ x p(A) : aia p(B) P(A) 


I EE 
ANB)= = أى: لل ع > رد‎ 
۳ ) TT 


تحقيق : الحادثة (8 0 ۸) توافق الحالات 1۷ و عددها 6×3=18 
نه E ١‏ 
4 + 72 
الحوادث المستقلة : 
تعریف : نقول عن حادنتین ۸ و 8 آنهما مستقلتین اذا و فقط إذاءكان (2)8 × (۲)۸ = (8 ۲۱ ۸)م 
( أي اذا کان ۶0 (4)م فان (5)8 = (8)مم ) 
المتغيرات العشوائية المستقلة 
× و ۷ متغيران عشوائيان على نفس الفضاء الاحتمالي 15 
لتكن م26 ... : 32 : × قیم المتغير العشوائي × 
و م ... : دلا :۷۱ قیم المتغیر العضوائي ۷ 
تعریف : 
نقول أن المتغیران العشوائیان × و ۷ مستقلان إذا و فقط إذا كانت الحادثتان )×= × و ز۷ ۷ مستقلتان من أجل 
از و من أجل کل 22> زک 1 


هباج 


ملاحظة : إذا کان المتغیران العشوائیان × و ۷ مرتبطان بتجریتین مختلفتین قانهما حتما مستقلان 
تشاط_: 
نرمي ثلاث مرات متتالية قطعة نقدية غير مزيفة ذات وجه و ظهر 
ترمز ب × لعدد مرات ظهور الوجه في الرمية الأولی 
ترمز ب ۷ لعدد مرات ظهور الوجه في الرمیتین الثانية و الثالثة 
تحقق أن × و ۷ هما متغیران عشوانیان مستقلان . 
اقصل : 
رمز إلى الوجه ب ۴ و الظهر ب ۴ 
لذن : مجموعة الامكانيات للتجربة هي كما يلي : 
FFF 3۳۳۳ FFPF : ۳۶‏ لاو نی اج ۲۳۳ ار یپ لی پا دا 

جه اما یظهر مرة واحدة في الرمية الأولى أو لا يظهر اطلاقا . 

ان : قیم المتغیر العشوائي × هي (10:1 

جه اما لا يظهر في كلا من الرمیتین الثانية و الثالثة أو يظهر مرة واحدة فقط اما في الثانية أو الثالثة أو یظهر في كلا من 
نية و الثالثة إذن : المتغیر العشوائي ۷ يأخذ القیم (0:1:2) 
الحادثة الحالات الملائمة للحادتة | اختمال الحادثة 
20 | مم( :۳۳۳۳۳۲ : PPF‏ | 21/2 4/8 
FPF ; FPP‏ : ۳۳۳ : ۱۳۳۲ 1/2 < 4/8 


(8)مم 


26 1 

2/8 < 1/4 _ ۱ ۳۳۳ پت‎ ٣۷ 

4/8512 ۱ ۳۳۳ ۳۳۳: ۳۳۳۳۳۳۱ ۰ Y=1 

2/8.= 1/4 | FFF; PFF اص‎ 

إل جهة أخرى لدینا الاحتمالات التالية : 

الحادثة الحالات الملائمة احتمال الحادثة 

1/8 PPP X=0و‎ ۷ ۱0 

| 28217 ۴ 20۷۱ 

1/8 PFF X=0و‎ ¥=2 

1/8 FPP X=1و‎ ¥=0 

2/8 = 1/4 . | FFP; FPF X=1 و‎ ۷ 21 

1/8 PEF X=1l و‎ ¥=2 

oe 0۷‏ لح 1م اکن ۳ 

3 p(X = 0) x p(Y =0) 2 ۳ 8 PX 20 : ۷ =0) 
3 . 79 

p(X =0) x p(Y =1) 3 7 1 0026 20 : ۷ =1) 

1 1 1 

0:۷2 - ے 1 1م 1 ووه 0= 

x1 =1 =p )‏ ل px=0)xp(¥=2)=‏ 
5 د عون له و و ہر یں - 

PX 2 1 : ۷۲ ۶ 0۵(‏ ود تو ود )0= ۷م p(X 2 1( x‏ 
2 1 1 1 

1ے ۳ء سے =X‏ دح در <(1-< 5 

) ا کے و 

ES ۳ =2‏ ہے جا ہے وش جم 

p(X =1) x p(Y =2) وت وو‎ 206 =1; ۷ ۶2( 


: من أجل كل (1: 0) 1 من أجل کل (0:1:2) 6 لذیتا : 
P(X =i) x p(Y =k) = p(X =i; ۷ =k)‏ 
إذن : الحوادث 26 و »۷ مستقلة مثنى مثنى . 
مئه : المتغيران العشوائيان × و ¥ مستقلان . 


ن أجل كل 


57 


تمارین الکتاب المدرسي ۱ 


1  نيرمتلا‎ 

يحتوي صندوق على 32 كرة لا نفرق بینها عند اللمس ٠‏ 

نسحب من الصندوق 8 كرات عشوانیا . احسب عدد الحالات الممكنة للسحب 
الحل - 1 
لحساب عدد الخالات الممكنة للسحب نميز بين ثلاث آنواع من السحب كمايلي : 0 

(a‏ سحب في آن واحد : إذن کل سحب هو توفيقة ل 8 عناصر من بين 2 عتص ر اذن : عدذ الحالات الممكنة هو رو 


(b‏ سحب على التوالي دون ارجاع : إذن كل سحب هو ترتيبة ل 8 عناصر من بين 2 غنصر اذن : عدد الحالات الممكنة 


هو یھ 
(e‏ سحب على التوالي بار جاع : إذن کل سحب هو قائمة ل 8 عناصر من بين 2 عنصر إذن : عدد الحالات الممكنة 
هو (32) 
التمرين ‏ 2 
أحسب مايلي : 
N‏ وا ا کشا 
للم - لات B=‏ 
8 و 2 ۳ 41 ر 
الخل - 2 
Ik‏ ا و n‏ 
6 (و)* xD)‏ مش کت 
10 2 
2+ ۳ 
30 
2)9 
إذن : "(3) -۸ 
1 ا ۳ عدو 0 
(b‏ ) ا تہ = ۳3 ® 2 
1۳ 
+6 
7)۔ 
۳ 


التمرین - 3 
يحتوي صندوق ۸ على 3 كرات حمراء ؛ 3 كرات سوداء ؛ 5 كرات خضراء 
يحتوي صندوق 8 على 7 كرات حمراء ؛ 4 كرات سوداء ؛ 2 كرات خضراء 
جمیع الکرات متساوية الاحتمال في السحب 
نسحب كرة من الصندوق 4 ثم كرة من الصندوق 8 
لتكن الحوادث التالية : ۷ : سحب كرة خضراء من الصندوق 4 
۲ : سحب كرة خضراء من الصندوق 8 
N‏ : سحب كرة سوداء من الصندوق 8 
۴ : سحب كرة حمراء من الصندوق 8 
1 - آحسب (97)م + p(N) + p(V')‏ ؛ P(R)‏ 
2 - أحسب احتمال سحب كرة خضراء من الصندوق 4 و من الصندوق 8 
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لعل _ ل سلسلة هباج 


1- عدد الكرات الخضراء في الصندوق 


۸ إذن : 5/11 =(۷)م 
عدد الکرات الخضراء في الصندوق ‏ 8 

8 

8 


5 

2 نن: ۷(=2/13)م 

4 إذن : 204/13 

7 اذن : 7/13 =(R)م‏ 

و من لصللدوق 13 هو کہ 0*07« 


عدد الکرات السوداء في الصندوق 
عدد الکرات الحمراء في الصندوق 


س احتمال سحب كرة خضراء من الصندوق 
ك رشید في لعبة حظ حيث احتمال الفشل فیها هو 0,6 . قرر رشید المحاولة 5 مرات متتابعة ۔ نعتبر × المتغير 
ائي الذي برفق بکل 5 محاولات عدد مرات الفوز 

1 - عرف قانون الاحتمال للمتغیر × 

- أوجد الأمل الرياضياتي و الانحراف المعياري ل × 

1 - ما هو احتمال الحادئتین : 4 : دوما يفشل في المحاولات الخمسة 

8 : یفوز مرة واحدة على الأقل 

سس 4 

هز إلى حالة الفوز ب © و إلى حالة الفشل ب ۴ 

الحالات الممكنة على شکل شجرة كما يلي : 


o, 06 


1 
4 


o 0,6‏ 06 بر 
0 0 2 
6 ۳ 6 6 6 


ا 
۳ ۳ 
٣ 8 66‏ 6 ہت ۱6 تہ 26 . 6 05 ره 6۸6 / باه 
5 
م۲ : 


ە776 ۸۸۸۸۸ 


× هو عدد مرات الفوز إذن : × يأخذ القیم,(5: 0:1:2:3:4) 
مثه الجدول التالي : 


الحالات الملائمة للحادثة 


PPPPP 


GPPPP ; PGPPP ; PPGPP ; PPPGP ; PPPPG 

GPPPG ; GPPGP ; GPGPP : GGPPP : PGGPP : 2020 ; PGPPG : ۳00۴ ; 
۲۲۲۶٢: 6 

000۳۴۳: 00۳0۴ 00۳۳0۵ : 60607 : 0٣6۲6٥ ; 6PPGG : ۶60 : ۶6700 : 
۲0600:۶606 

0000۳000۳0 66 


۱ 


j sis 


ا 


| + 
06600 | X= 
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سلسلة هباج 


في كل مرة لدینا : 0,6 = (5)م و 0:4 = (0)م 
منه : النتائج التالية : 
p(X = 0( = )0,6(" - 76‏ 
p(X < 1( = 5 x ])0,6(* x (0,4)] = 0,2592‏ 
p(X =2) = 10 x [(0,6) x (0,4)] = 0,3456‏ 
p(X = 3) = 10 x [(0,6)* x (0,4)3] = 0,2304‏ 
p(X = 4) = 5 x [(0,6) × )0,4(2[ = 0,0768‏ 
p(X = 5) < (0,4) = 0,01024‏ 
منه قانون المتغير العشوائي 4 كمايلي : 
Xi 0 1 2 3 4 5‏ 
p(X=Xi) | 0.07776 | 0,2592 | 0,3456 | 0,2304 | 00768 | 0,01024‏ 


E(X) - 0 x (0,07776) + 1)0,2592( + 2)0,3456( + 3)0,2304( + 4(0,0768) + 5(0,01024) 2 
=2 
Var(X) ™0 x )2 - 0,07776) + 1(2 - 0,2592(۴ + 202 - 0.3456) + 3(2 - 0,2304 + 4)2 - 0,0768)” + 5(2 - 0,01024) 


o (X) = N Var) 


p(A) = P(X =0) = 0,07776 اس‎ 
P(B) = p(X = 1) + p(X = 2) + p(X = 3) + p(X = 4( + p(X = 5) 
<1- pS) 
= 1-0,6 
- 4 
5  نيرمتلا‎ 


يحتوي صندوق على 6 كرات حمراء و 3 كرات خضراء لا نفرق بينها عند اللمس 
نسحب من الصندوق كرتين على التوالي دون ارجاع ٠‏ 
لتكن ۸ الحادثة : الكرة الأولى حمراء 
و لتكن 8 الحادثة : الكرة الثانية خضراء 
اسب (4)م ۰ (8)م ۰ ثم استنتج (8 ۸ ۸)م 
=5 
نرمز إلى الكرة الحمراء ب ۸ و إلى الكرة الخضزاء ب ۷ 
الحالات الموافقة للحادثة ۸۵ هي RR‏ او RV‏ و عددها 6x5+6x3=48‏ 


و عدد الحالاث الممكنة لا 8-72 <9 >۸ 


دی 2 2 6 - 48 - 
إذن 5 9 72 رهام 


إذا كانت الحادثة ۸ محققة فان عدد الحالات الممكنة هو 48 (حسب ما سبق) 
من بين هذه الحالات تکون 8 محققة في حالة ۷ و عددها 613-18 


E جس‎ 2 
Pa(B) 48 8 : إذن‎ 
ANB 
PAB) = p(B) مه : زمار‎ p(B) = بيج لكشك‎ 


x 


دادن تاج 
سإ مه 


التمرين = 6 
يحتوي صندوق ۸ على 4 كرات بیضاء و 3 كرات سوداء 
و يحتوي صندوق 42 على 2 كرات بیضاء و 5 كرات سوداء 
کل الکرات متساوية الاحتمال و لا نفرق بینها عند اللمس 
نرمي قطعة نقدية غير مزيفة ۔ إذا ظهر الوجه نسحب عشوائيا کرة من الصندوق 
,۸ آما إذا ظهر " ظهر" نسحب كرة من الصندوق ۸2 
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۴ الحادثة " ظهور وجه" و 8 الحادثة " الكرة المسحوبة بیضاء " 
1- احسب )۳ ؛ ۳ 

- احسب (8),ظ ثم استنتج (۶:)8 

اسب P(B)‏ ثم استنتج 0 8 


- أكمل الشجرة التالية بالنتائج المحصل علیها : سے p(F)‏ 
8 
'۔ القطعة النقدية ليست مزيفة إذن : ظهور وجه أو ظهر لهما نفس الاحتمال 


أي : 1/2 P(F)=‏ و P(F)=1/2‏ 
- إذا علمت أن نتيجة رمي القطعة النقدية هي ۴ فان السحب يتم من الصندوق ,هر 


منه : د PB)‏ 
إن  :‏ 3 - ۱-4-(۱-۳:۵-(۴:8 
ال إذا علمنا أن نتيجة رمي القطعة النقدية هي 1 فان السحب يتم من الصندوق و۵ 


5 2 
يه 2 = E(B)‏ 
3 کہ اپ یں a=‏ 
گن : > = 1-2-(1-158- 2508 
7 9 
7 
B‏ 2 
ن - 7 7 


ي صندوق على 3 كرات بیضاء مرقمة من 1 إلى 3 و 3 كرات صفراء مرقمة من 1 إلى 3 . 
عشوائیا کرة واحدة من الصندوق 

× التمتغیر العشواني الذي يساوي 1 إذا كانت الكرة المسحوبة بیضاء و الا يساوي 0 

يكن ۷ المتغیر العشواني الذي يرفق بکل كرة مسحوبة الرقم الذي تحمله 

عرف قانون احتمال کل من × و ۷ 

أحسب الامل الرياضياتي لكل من × و ۷ 

برهن أن المتغیران العشوائیان × و ۷ مستقلان 

عرف قانون احتمال المتغیر العشواني ¥ .× و أحسب أمله الرياضياتي 

La 

× يأخذ القيم ( 
کے 3 


=(1= 4 ئن 
2 ۲-۱ ۰ > 


: هو كمايلي‎ × E 


2 ۱ 12 | “8 
۷ يأخذ القیم (1:2:3) 


Tm 


۱/۸۹/۹۸۹۸ 


۴ الحادثة " ظهور وجه" و 8 الحادثة " الكرة المسحوبة بیضاء " 
1- اصب )۲ :5م _ 

- أحسب ():۳ ثم استنتج (,۳ 

اتب ( ثم استنتج 7٥‏ 8 


أكمل الشجرة التالية بالنتائج المحصل علیها : میت 
8 2 
کی p(F)‏ 
8 
2 النقدية ليست مزيفة إذن : ظهور وجه أو ظهر لهما نفس الاحتمال 


أي : 1/2 P(F)=‏ و ۱/2 -(8) 
آ3ا علمت أن نتيجة رمي القطعة النقدية هي ۳ فان السحب یتم من الصندوق ,۸ 


4 
2< رق)مم۶؟ 
کت / 
2 = 21-2 (۱-۳۳)9 + رممم 
F(B) 7-5‏ وا 
3 علمنا أن نتيجة رمي القطعة النقدية هي ۳ فان السحب يتم من الصندوق ۸2 


PB) - > 
رقم‎ - ۱-2 8-1-2 = 2 


صندوق على 3 كرات بيضاء مرقمة من 1 إلى 3 و 3 كرات صفراء مرقمة من 1 إلى 3 
عشوائيا كرة واحدة من الصندوق 

]ا التمتغير العشوائي الذي يساوي 1 إذا كانت الكرة المسحوبة بيضاء و إلا يساوي 0 

لا المتغير العشوائي الذي يرفق بكل كرة مسحوبة الرقم الذي تحمله 

ف قانون احتمال كل من × و ۷ 

الأمل الرياضياتي لكل من × و ۷ 

هن أن المتغيران العشوائیان × و ۷ مستقلان 

ف قانون احتمال المتغیر العشواني ۷۰.۷ و أحسب آمله الرياضياتي 

1 

× ياخذ القيم (0:1) 

ا ني SB OB‏ 
pX=1) 6‏ ؛ 2 PSE‏ 
: قانون احتمال المتغير × هو كمايلي : 


1 0 2 
12 12 | ( 2 تام 


یاخذ القيم (1:2:3) 


1 = 2 =(1= )م : 2 كرات تحمل الرقم 1 
3 9 
1 = 2 < (2= )م : 2 كرات تحمل الرقم 2 
1 = 2 -(3- )م : 2 كرات تحمل الرقم 3 
3 
منه : قانون احتمال المتغیر ۷ هو كمايلي 
سب :2 1تت ا ۱ 
[ 13 | 1-13 1/3 1 (۷< ۷)ع 
1 1 1 
E =0()+1()=} 25‏ 
3+ 1+2 1 1 ۶ 
2= -(20 ے)د+ر(ی 0-١)‏ 
ند ریہ ()۰+( )۲9-۱ 
د 1(21) 1 pX=0)xp(¥=1)=‏ و 1 -(۲0<20:۷<1 
E‏ 6 
1 ا و یں 1 
2-1 نک ت وہ چ + X=0;¥=2)=‏ 
p(X =0) x p(Y =2) 20 2‏ و > =)2=¥ p(‏ 
00 8×۲2 2 ل رد0۷ 
5 اہ اع یی نہیں و 2 سر و نت 
1 11 1 
8ی جائ ور = لط - (] ے ¥= 
ج کا 1د مم1 700 ی ل مم 
لد ا a e)‏ 
ےھ :علدك 7= = لذ = (2= 21:39 
2= رو ور ۱ ای ا کا 
1 =(1) 1 :درود 1 1 ےوے 1:۷ - 
p(X=1)xp(¥=3) 9‏ و 2 PX=1;¥=3)=‏ 


نتيجة : من أجل كل (1 ٤)0;‏ 1 و من أجل کل (3: 2: ٤)1‏ 1 لدينا : 


للا -/9)م × )× 006 -(:۷ = ۷ ;× = 0006 إذن : المتغيران العشوائیان × و ۷ مستقلان 


4 - القيم الممكنة للمتغير الشوائي کا می3 و 2ل 0) 
p(XY =0) = p(x =0) = 4‏ 
=1)=pX=1;¥=1)=‏ لام 


2 
6 
PY < 2( - ۳62 1:۷ =2)= Û‏ 
=)3=¥ :062۱ - زة > 006۷ 
منه قانون المتغیر العشوائي 2:۷ كمايلي 
3 اجورخ 09۳ 7 
=a) | 1/2 | 1/6 | 1/6 | 6‏ 2006۷ 
رب 12*3 (1)و+ (2)1+ ()! +( 0)1- مهمع 
التمرين = 8 8 5 


نرمي زهرة نرد غير متوازنة مرة واحدة 
لیکن × العلامة المحددة كمايلي : 

«) العلامة (10 -) اذا ظهر الرقم 1 

ط) العلامة (10) إذا ظهر الرقم 6 

) العلامة (0) في الحالات الأخری 
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عرف قانون احتمال العدد 
الكل 8 


قه : النتائج التالية : 


(a 


n! 
(n+1)! 
@n+D! 


@n-1)! 
10 


ا 


تقرض أن احتمال ظهور الأرقام 1 ۰ 2ء 3 ۰ ۰4 5 هو 0,12 


احتمال ظهور الرقم 6 هو 20,4 0,6 - 0,12(=1 5) 1-2 


p(X = - 10( - 2 
p(X = 10) = 0,4 


p(X = 0) = 4 x 0,12 = 0,48‏ 
عثه قانون الاحتمال للعدد × هو كمايلي : 


- 10 | 10 
0,12 | 4 


ا . بسط العبارات التالية : 
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5 ا 
=X) | 0,48‏ 


۱ 
lp 


131-1 
12! 
۳ ہے وت‎ 
12:31-21 
76و - 8۰1*6۱ - لق‎ 
۱ 6! 
11. 11*10*9۱ - 11×10 ہوے‎ 
9 ۱۷ 2 ! 9! x2 1 2 
131-121 13121-121 _ 121013-1( _ 
12! 12! 12! 
OER E سد‎ A 4 
111 10! .12x11x10! 11x10! 10! 
3-5 ET 
ET ) 
EE کرس‎ 
304 12% ) 
ال )تن‎ 
ES) 
95 للا‎ 
OB TD 
.اطاط‎ 
3083 
3۶۶ ۰ 1 
(n-1)! !1+م)‎ 
ام‎ 0 
n 
n! 5 n! ہک‎ | 
(AFD! ۰١ )م+ى1(ر٠ اجه‎ 
2 1 
@n+D! J @n+12n)(2n DE OE رک‎ n 
)28- 1! ORD! 


7 1و ہے ۲ EID‏ ای ۱۳ جو ا 
=D! BD! (n+ 1)(n(n-1)! (n+ 1)! (n+ 1)!‏ 
0( کے كل و ات فا ات )زرحم اھ 
n n n!‏ 
التمرين ‏ 11 


أكتب العبارات التالية باستعمال العاملي (!) 

5x6x7x8x9 (a 

2 حیث × عدد طبيعي أكبر من‎ 0) - 1(0 -2( (b 
9 x10 x11 x12 


(e 
3927 
11 - الحل‎ 
SRS 1x2x3x4x5x6x7x8x9 _ 9! 2 
پ23‎ 4 1 
۸08 - 1()0-2( - لهف‎ 6 
(n-3)! 
12! 
9x10x11x12 _ 8! 121 ٩ " 
5 67 5 SETI 
12 - التمرين‎ 
بكم طريقة يمكن اختيار تلميذين من بين 26 تلميذ‎ 1 
بكم طريقة يمكن اختيار مسؤول عنهم ثم نائب لهذا المسؤول‎ 2 
12 - الحل‎ 
: اختيار تلميذين من بين 26 هو توفيقة لعنضرين من بين 26 عنصر و عددها إذن‎ 1 
= 26! ور رود !24× 26×25 ے‎ 
ORTE] 24! x2 
۸= 26 ×25  اھددغ اختیار مسؤول ثم نائب له هو ترتيبة لعنصرین من بين 6 :عنصيو‎ - 2 
13 - التمرین‎ 


في لعبة الرهان الرياضي يختار المشارك 6 أرقام من بين 49 رقما (کرات مرقمة من 1 إلى 49) 
1 - ما هو عدد الحالات الممكنة ؟ 

2 استنتج احتمال فوز المشارك بسحب 6 آرقام صحيحة . 

13  لصحلا‎ 


6 49! 44 x 45 x 46 x 47 x 48 x 49 ۹ ١ 
ون‎ ENT عدد الحالات الممكنة هو 6 کا‎ 1 
. من بين الحالات الممكنة يوجد حالة واحدة فقط تحمل 6 أرقام صحيحة‎ 2 
إذن : الاحتمال المطلوب هو : !6 متا‎ 
8 44 x 45 x 46 x 47 x 48 x 49 
49 


14  نيرمتلا‎ 

يحتوي صندوق علی 0 كرات موزعة كمايلي : 4 كرات سوداء و 6 كرات بیضاء 

نسحب من الصندوق 3 كرات في آن واحد . فما هو عدد الحالات الممكنة للحصول على : 

8) كرة بيضاء ط) كرة بیضاء على الأقل 

) 3 كرات ليست من نفس اللون 

نضيف إلى هذا الصندوق ١‏ كرة سوداء و م كرة بیضاء و نعتبر ,× عدد الحالات الممكنة لسحب كرتين من نفس اللون 
1 - أثبت أن من أجل (n +4) (n +6) + € IN*‏ دم 

2 - کم نضیف من كرة سوداء و بیضاء حتی یکون 6 2 Xa‏ 
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هباج سلسلة هباج 
المل ‏ 14 
| ) سحب كرة بیضاء هي الحادثة : كرة بیضاء و كرتين سوداوین 
منه الحالات الممكنة هو ۰ 6-36 ×6 > © 06*۷ 
8) سحب كرة بیضاء على الأقل هو عدد كل الحالات الممكنة ماعدا الحالات التي تكون فیها كل الکرات سوداء إذن عددها هو : 
۱ 3 
سک ہا باه 3910 OS OL ME‏ 
32 9 7 
©) لا يمكن سحب 3 كرات ليست من نفس اللون . لان الألوان المختلفة المتوفرة هي الأسود و الأبيض فقط . 
1- بعد اضافة 8 كرة سوداء و ١‏ كرة بيضاء تصبح الوضعية كمايلي : (4 + 2) كرات سوداء ؛ (6 +) كرات بيضاء 
کی خروم سر او کک کی 


أو كرتين بيضاوين و كرة سوداء 
منه : ما ا وا ےی 

Be NEE CE‏ حھے مزع لبتي تا خان سا( ی جا 

(n+4-2)!x<2! (n +62)! x2! 
_ (+ 4n + ا(3‎ +2) !5+ © (n+ 6n + 5)(n +4( ما!‎ + 4) 

(n+2)! x2 (n+4)!x2 
_ 0۲4 3()0 +6) 7 (n+ 6( +5)(n + 4) 
2 2 


3 دا وه تب‎ 0 
3 (n + 4)(n + 6)2 n + 8) 
2 
= (n + 4)(n + 6)(n + 4) 
= (n + 4)" (n + 6) 
م) 4(2+ م)‎ +6( = 2016  ئفاكي‎ 2: 2-6 


لفحلل العدد 2016٠‏ كما يلي : 3| 2016 
67213 
كله : 2016-7 2242 
x» 2<7‏ 4و x‏ ?3= 2| 112 
14 × 42 32 = 2| 56 
3x 4(2 × 14‏ = 4 28 
7 


= (8 + 4) x (8 + 6) 

بالمطابقة مع عبارة (6 + 4(:)0 + «) = م6 نحصل على 1-8 
إذن : يكفي اضافة 8 كرات بیضاء و 8 كرات سوداء 
ن = 15 
ٴي صندوق على 15 كرات موزعة كمايلي : 
فلا تحمل الأرقام : 1 1 ۰ ۰2 ۰2 3 ۰ 3 
خضراء تحمل الأرقام : 1 ۰ 1 ۰ ۰1 ۰2 2 
همراء تحمل الأرقام : 1 » 3 ۰ ۰3 3 

من الصندوق 3 كرات في آن واحد . 

عدد الحالات الملائمة للحوادث التالية : 
سحب 3 كرات من نفس اللون . 
ع اللون سحب 3 كرات تحمل نفس الرقم 
.سحب 3 كرات مجموع آرقامها 6 
سحب أحد الأرقام الفردية على الأقل . 
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الحسل .15 
۸) الحادثة 3 كرات من نفس اللون توافق الحادئة 3 كرات بیضاء أو 3 كرات خضراء أو 3 كرات حمراء 
إذن : عدد الحالات الملائمة هو : 
و ات 0 
( 3 !313 
(B‏ الحادثة 3 كرات تحمل نفس الرقم توافق الحادثة 3 كرات تحمل الرقم 1 أو 3 كرات تحمل الرقم 2 أو 3 كرات 
تحمل الرقم 3 
إذن : عدد الحالات الملائمة لهذه الحادثة هي : 
4 - 10 +4 مود تع + + 
©) الحادثة 3 كرات مجموع آرقامها 6 توافق الحادثة : سحب الارقام (3:2:1) و (2:2:2) منه عدد الحالات 
!4 
۲ 


+4-20+ 10+4 - 4 


E و‎ 


الملائمة للحادثة هي : 124 <4 + 120 = دويز XC + C= 6x4‏ ”×8 


0) الحادثة " آحد الارقام على الاقل فردي" توافق الحادثة العكسية للحادثة سحب كل الارقام زوجية منه عدد الحالات الملائمة 
1*3 4۱ . قلعت 


لهذه الجادثة هو : 481 -4- 485 47 - 


32 1 ۶11915۲ 
التمرين = 16 
يتنافس 10 لاعبين في دورة كرة تنس الطاولة بكم طريقة مختلفة يمكن تنظيم الدور الأول (5 مباريات) 
الحل ب 16 
نرقم اللاعبين من 1 إلى 10 و نوزعهم :على شكل ثنائيات للتنافض كمايلي : (2:1) ۰ (4:3) ۶ (6:5) ؛ (8:7) 
(10:9) 


اللاعب الأول يمكن أن يتنافس مع 9 لاعبين (ماعدا نفسه) 

اللاعب الثالث يمكن أن يتنافس مع 7 لاعبين (ماعدا نفسه و اللاعبين السابقين) 

اللاعب الخامس يمكن أن يتنافس مع 5 لاعبین (ماعدا نفسه و اللاعبين الأربعة الأوائل) 

اللاعب السابع يمكن أن يتنافس مع 3 لاعبين (ماعدا نفسه و اللاعبين الستة الأوائل) 

اللاعب التاسع ,یمکن أن يتنافس مع لاعب واحد فقط (ماعدا نفسه و 8 لاعبين الأوائل) 

نتيجة : يمكن اختیار مباریات الدورة الاولی ب 1 3 × 5 × 7 × 9 طريقة مختلفة أي 945 طريقة مختلفة . 
مثال : في حالة أربعة لاعبین فقط نحصل على عدد الطرق المختلفة هو : 1-3 × 3 كمايلي ؛ 

الطريقة الأولى : ۸ ینافس 8 و © ینافس 1 

الطريقة الثانية : ۸ ینافس © و 8 ینافس (1 

الطريقة الثالثة : ۸ ينافس 2 و 8 ینافس © 

التمرين ‏ 17 : 
من بين 5 جزائريين و 0 سعوديين و 10 فلسطنيين نختار 3 شخصيات من جنسيات مختلفة فما هو عدد الثلاثيات 
الممكنة ؟ 

الحل - 17 

الأشخاص من جنسيات مختلفة إذن : عدد الحالات الممكنة هو : 10102500 x Cx Cjj =5 x‏ بت 
التمرين ‏ 18 

يحتوي صندوق على 9 كرية مرقمة من 1 إلى 49 منها 6 كرات حمراء و 43 كرات بیضاء . 
نسحب في آن واحد 6 كرات ٠‏ 

1 ما هو عدد الحالات الممكنة 

2 ما هو عدد الحالات الملائمة للحصول على 3 كرات بيضاء و 3 كرات حمراء 


الحل ‏ 18 
1 - سحب في آن واحد إذن : الحالات الممكنة هي توفيقات ل 6 عناصر من بين 49 عنصر و عددها 
C= 49! _ 49 x 48 x 47 x 46 x 45 x 44‏ 
43!x6! 6!‏ ° 


2 سحب 3 كرات حمراء من بين 6 و 3 کرات بیضاء من بین 43 : 
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66 


 _ 65*4 43×42 >1‏ 43۱ وو TE‏ 
و ETT‏ ےا ا 


= 20×43 x 7 1 


زيع الالوان على الأوجه الستة هو قوائم ذات 6 عناصر من بين 3 عناصر حيث يمكن استعمال لون واحد للأوجة الستة معا 
2 عدد الطرق المختلفة هو 38-729 

ن - 20 
ن قسم من 18 تلميذ و 12 تلميذة 


تشکیل لجنة مكونة من رئيس . نائب › أمين (3 أشخاص مختلفة) 
ما هو عدد اللجان التي يمكن تشکیلها 
1 ما هو عدد اللجان التي يمكن تشکیلها في الحالات التالية : 
مة الأمين تلميذة 
التلمیذ × موجود في اللجنة 
الرئيس تلميذ و الأمين تلميذة 
الرئيس و نائبه من جنسين مختلفين 
- 20 
عدد اللجان هو تراتیب ل 3 عناصر من بين 30 عنصر و عددها .28 × 29× 30> ۸ 
8 ؛ لتكن: اللجنة مكونة كمايلي : 
5 ]۷ ]۲ 
أمين نائب رئيس 
الأمين تلميذة إذن : عدد الحالات الممكنة هو : 12 A}, =29 x 28 x‏ ×12 
التلميذ × موجود في اللجنة : هي الحادثة العكسية للحادثة التلميذ × غير موجود في اللجنة إذن : عدد الحالات الممكنة 
هو : 3 × 28 x 29 28-29 28 x 27 = 29 x‏ 30 = مھ - Aj,‏ 
آلرئیس تلميذ و الأمين تلميذة : عدد الحالات الممكنة هو : 12 × 28 × 18 
الرئیس و نائبه من جنسين مختلفین إذن ؛ 
ما الرئيس تلميذ و النائب تلميذة 
أو الرئيس تلميذة و النائب تلميذ 
عدد الحالات الممكنة : 28 × 18 × 12 ×2 > 28 ×18 x28 + 12 x‏ %12 18 
ات ن -21 


العدد الطبيعي 8 في کل حالة من الحالات التالية : 
ی (e‏ 0+9 

2 

26ء 2 و 


n(n - 1()8-2( - 56 
3! 
n(n— 1)(n =2) = 56 x 3 ! 
n(n -1)(n-2) = 8 x 7×6 فئ‎ 
۸= 8 تکافی‎ 
۸ 5 عن أجل‎ C256 : ن‎ 8<6 
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سلسلة ھب 


82 2:2 <2 5 9€ C 
کی ہس اھئ‎ 
۶ n! جح انت ا‎ 7 
)8-2(( 2! @n—2)!2! 
9xn! _ 2*02! تكافئ‎ )1( 
(n2)! @n-2)! 
9xn(n-1)=2x2n2n-1) تکافئ‎ 
9n -9n =8 9-40 تکافئ‎ 
n” -Šn=Û تكافئ‎ 
28<2 مرفوض لان‎ 2> 0 
تكافئ أو‎ 
مقبول‎ 2> 5 
8-5 نتيجة : 962-262 من أجل‎ 
رج کے‎ : 
یکافی رودم نت‎ 63 +62 -8« )6 
01ےے + لتخم‎ (1) 
)623(!(3! )28-2 1 
00 -1(8-2( , 2n2n-1) _ ہک‎ 
a @ 
n(n - (1-م 2)م 2 » 3+ (2-م)(1‎ - 6 x تكافئ م8‎ 
تاف 488-م2-6م12+(2+م62-3)م‎ 
تکافی 0-0 12-69-48 + 2+ نم 3- ثم‎ 
تكافئ 020 9-52 9+ تم‎ 
n(n? + 9 - 52) =0 تکافی‎ 
8۶0 تكافئ 52-0-ه9+ ثم لأن‎ 
A = 81 + 208 = 289 = ۴ 
مرفوض ہے تا ديم‎ 
مقبول 4< رن‎ 
2 
n=4 نتيجة 8= ت + 07 من أجل‎ 
22  نيرمتلا‎ 
2 - 2 < 13 و ص عددان طبيعيان حيث 1<2 و‎ 
: آثبت صحة المساواة التالية‎ 
92 0-1 
C7 سیر‎ 2 
m -2 m-1 
CC Co Ca) 2 
22 2 اح‎ | 
1 @n-1)! 
2 2× جج‎ 5 
@n-1-n+1)!(n-1)! 
و‎ @n-1)! 
n! -م)‎ 1(! 
هدي 2-1 پرو-‎ 
n! !(1-م)‎ 2n 


"2 _ 
n!n!‏ 
1 (ظ 2) ۳4 
@n-n!n!‏ 
6 و هو المظلوب 
مج +602 CBC CE HCR‏ 2 65 
تی 6 - 
1- 


0227 


ل في 1۸ الجمل التالية ذات المجھولین × و ۲ 
او 2- 


Ci, 0ھ‎ 


(x+y -2( 2! 
(«+y)(x+y-1) ۵ 
2 


10 


0 (1 - ۷+ 6( + ع 
5 = ر + × لان التحلیل الممکن ل 20 من الشکل (08-1 هو 5×4 
(x-y+1)!(y=—1)!‏ , ۱۲۲ 6-۲۴ 


+ 25 8 
x-y=-1 75 


بالتعويض في أحد المساواة : 5۰ + أي 2+۲5 منه 3-3 


سلسلة هباج 
خلاصة : ۲-2 و 3خ ز 
يكفي إذن أن نتأکد أن كل الشروط محققة كمايلي : 
1-3-1-2 من : .7-1۶70 
Td 2 3‏ 2 ہر منه کل الشروط محققة 
25+ ۱۷3+ إذن : 2 < 37 اذن : حلول الجملة هي ((3 : 2)) 
۲-1-3-2 لان : با 32 
وت 
0 ۳ 6-221 
7 3 
تكافئ 5 !)2 — x(x - 1)(x‏ 
! (2-) 
تكافئ ۲ (1 - x(x‏ 
(2): تکافی 7 !)5= (x+y‏ 
(x+y-7D ۱2۱‏ 
تکافی 7× 7(1 - + 6(6 - + )(5 - ۷+ کا 
1 ۱۷2( 6+۱۷ 
تکافئ 8 <(6 - 7 + )(5 - (x+y‏ 
نتيجة : ا پم 9 

و 8= (6 + 6-5 کے مہ 5(68- E‏ ر 
نعوض + ب ”× في المساواة (0) فتحصل على : 8 (6 - 5(0 - ۵3 
منه 308+ ×11 × 

+ ور 11 - ٩‏ 
× حیث 0< » منه المعادلة تصبح 22-0 + 9-11 
3 > 88 - 121 = ۸ لیس جذر تام 
منه : المعادلة لا تقبل لول طبيعية اذن : الجملة لا تقبل حلولا في 171 . 
التمرين ‏ 24 
<x‏ ۷ عددان حقیقیان . باستعمال دستور ثناني الحد آنشر العبارات التالية : 
OFS -3 22-2 2 01+: -1‏ 
الخل - 24 
0 
0111 
1۱۳۱۵ 
2021 
3 
6| +8 
وچ 10 5 
5 6۱6 
| ک3] 71117121 
وت اخ چ + + x? CR‏ اح (T+‏ 


[ + + ری + ارجم x‏ = 
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بباج 


× +2] -(-2) 
)2 بع + “)سد بع + رم( (xP + CG‏ تق + CCG)‏ + موی مع - 
80x? - 80 * +2‏ + تير 40 كير 10 + x‏ - 
8 000+ تدم تج x FCO‏ 2۵ تعن CC x)!‏ مهرم جع د 2K‏ 
كر 64+ x 8x +15 x 16 +632 x‏ 20+ تير 4 روا + 12 + 1 - 
كير 64 + x‏ 192 + خر 240 + x + 60 x2 + 160 x?‏ 12 + 1 = 


1 


نس 25 
هو العدد المرکب الذي طویلته 1 و عمدته 7/2 
2-۳ و @+Ù‏ ثم استنتج أن العدد (1 + 2) +(2-1) حقيقي 
25 
عمال دستور ثنائي الحد لدينا : 
)6 +0 ۴ + (2) 21° + 2( "35 + “(2) )35 + گرم 210(2 + )712 + 2= )+ م 
x 641-21 x 32-35 x 161+35 28+21 x× 41-14 -¡‏ 7 بو 
0۵-1۳-02 
€ + 2) 7-1 + (2) °( -) 21 + تر کر 35 + کم تر )35 + کی 1۳ )21+ 7)12 + 27 = 
x 32 + 35 x 161+ 35 x× 8-21 <*41-14+‏ 641-21 »27-71 - 
x 32 + 35 x 8- 14[‏ 202-21 (1- ۵ + 7(ز+ 2) 
إذن : العدد "(1 - 2) +"(¡ + 2) حقيقي 


8ے 5(۳ + 6) = 5 پر ڈو ٹیم 2 a)‏ 

۱۳ +2 ضر *2 ام ا ےط 
هراعسا كو tak ar‏ 

C3, MCD 080072000‏ (1 )ریغ ہ 

د د ترج رو ار کک DEG‏ 


1 عددان طبيعيان حیث 1 < 21 < 8 
آثبت أن ريت C=‏ س تراصب 6 مج +" A=1+2C2 +3 C3 +... +m‏ 


ك أثبت أن : 007 (1 + )= ,© ص ثم اسب 8 حيث 


Bei VEG OL س کت میں اھت‎ 
2 3 0 +1 n+1 
sea (nD! 

6 (n-m)!(m-1)! 


n! 
(n-m)! (m-1)! 
n! 
ع“ سل سٹیٹس سے‎ 
(n2m)! (m-1)! 


2313 
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-سلسلة هباج 


n! 
(n-m)! !م‎ 


" © ”= و هو المطلوب 


=m x 


چو آپ روحق ای (1 + +m Cî +(m‏ و 
كلع وود ا سحي كع مساك مسج nCı +n‏ 1= لك نين =n‏ ۲۰ ما 
رای GON‏ + 6 + 1 = حسب السؤال (1) 

ایی لد هدج 


اوت لی کے 
۲ +0 - 1ے 


تف من ل < A=1+2C?=1+2=3‏ 
مد وه 3= 4+ 1= x2!‏ 1-2+2 
21 11 
ملاحظة ال د 
0= اعم 
7 1 
ر- +100 د 
0= 
1- ")1+ 1( = 
E‏ 
n+DxC"=(n+I)xM! 7‏ 


بر( -و) !(1 +5۳ -2) 

سی کے ل 
2ه (n-m+1)!(m-1)!‏ 
(n+ 1)!‏ 

(n-m+1)!m! 


0 ”= و هو المطلوب 


=mx 


+ m-1 
C= ها تھ 6۳ ا‎ Cı = (a +1) CF" لدينا :ر‎ 


ام 1 _ م 
أي یح * Cı‏ 


0+1 ا 
1 + 1 
+ 
n1 73‏ 1 > 
EO AAD‏ 
n+1‏ 
رر + -2۳-۱] سل + 1= 
1+م 
2۳-1 
ملاحظة : استعملنا المساواة : 7 4 : 1 ا 
الوح 1۳۱ ۶ ل Ce TOS FER ECE‏ 
إذن : 2 = 6 Cet‏ + سس جر ع بقل +1 
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سلسلة هباج 


8 و 22 عددان طبيعيان حيث 0 <" < 7 
1 - اثبت أن FC‏ 2 6۰ 


ECS 


- استنتج ان 0۳ - 60 +. 
- 28 


(n-1)!‏ إلاحم گا ام 
BG RED nl 3‏ ل EEE‏ 
لا ىن ۰٢‏ م) 09200070 (n1)!‏ 24 
(nm)! (m-1)! m (n-m- 1)! m! (nm)‏ 
0-0 !)1 )32 2 
(n - m)! m ! (n-m)! m !‏ 
(n-1)![m+n-m]‏ _ 
(n= m)! m !‏ 
n(n—1)!‏ 
! ہہ (n= m)!‏ 
n!‏ 
(n-m)! m !‏ 
”07 = وهو المطلوب 
حسب السوال الأول لدینا مايلي : 
جیسب © 


AO 


10 m 
3 هذه المتاؤا:ظطزب ل طرفت نوا تا‎ 
m + 2 
اہ‎ = Gi ہو“‎ 
,0+1 m m m mM 0+1 
ب‎ SG 0 3 Cma ابو ۴ مب‎ 
1 
با‎ ETE E EEE FOE 


نشور ؟'(ے - «) حیث *1۸ > ×٭ 
xX‏ 


آکتب الحد الذي درجته 10 
أوجد معامل الحد التاسع 
آوجد الحد الثابت 


13 


15 
۵ 


2 


20 x 
15 k ا‎ 
ری ری رز خر 6 و‎ 


5 k 54 1 +2k- 
ات‎ 0۵) k 0 ا‎ k 6 21-0 
5 7 5 
ا و‎ (2(٢ ری‎ 
5)-30=10 : الحد ذو الدرجة 10 من أجل‎ - 1 
)=8 أي : 51-40 منه‎ 


8 54 

إذن : الحد هو : «بر قاری ان رت 
15x14x13x12x11 x10x9 - 6435‏ _ !5ا c=‏ 
"STERA 7x6x5x4x3x2‏ 


منه : الحداذو الدرجة 10 .هو : 8236800 -- × 27 بد 6425 - 
2 - الحد التاسع هو الحد ذو 8= (لان ما یاخذ القيم من 0 لی 15) 

منه الحد هو : 823680:00 - أي معامل الحد التاسع هو 823680 - 
3 - یکون الحد ثابت من أجل : 5-300 اي 26 

منه الحد قابت هو : 2(6 ۴( 


151 ے‎ 13 14× 13*12 * x10 

0 = 5 

نا 2 ×6×5×4 61 گا 
منه الحد الثابت هو : 2562560 - = 2 × 5005 - 


30  نیرمتلا‎ 

1 عدد طبيعي غير معدوم . لیکن المنشور ۳(+1) حیث 112 > × 

28 x حتى يكون الجد الثالث في المنشور هو‎ ١ عین قيمة‎ - 1٠ 

2 - من أجل قيمة ١‏ المحصل عليها عين 5 حتى يكون الحد الخامس هو 1120 


3- نضع 15= 7 

عين قيمة العدد الطبيعي 1 حتى يكون الحدان اللذان رتبتاهما (1-هم) و  +3(‏ 2) متساويي المعامل . 
الحل - 30 5 
251 وه E‏ 


الحد الثالث من أجل 2< هو : م0 
إذن : 032-282 یکافی 01228 


“28  ئفاكي‎ 


یکافی 28- 
یکافی 56 2 (1- 200 
یکافی 13-1-5620 
(15) = 225 = 224 + 1 < ۸ 


مرفوض و قلح - ره 


2 
1+15 


2 
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2 - من اجل 228 الح بش هو 704 في 6*5« 7 ×8 کچ 4-841 6 
4×32 ! 4۱4 


إذن : 1120 - ٭× 70 یکافی 6ء x‏ 


یکافئٰ 16 


2-2 
يكافئ ۴ 
2= 
: توجد قيمتين ل × حتى يكون الحد الخامس هو 1120 و هما (2-:2) 
3 من أجل 2-15 
الحد ذو الرتبة ۰ 72-1 من أجل 1-0-2 هو گر 


الحد ذو الرتبة 3 +210 من أجل 2 +122 هو مر جی 


إذن : و و m-2=2m+2‏ 
1 
او 
یکافی (2 +07 215-02 5-2 
1 
او 
(0-2) -15< 2 + 9 2 
0-4 ۔ 
أو 
یکافی 2072+ 22-15 17 
1 
آو 
- 217 2 +8 2 
4 0 مرفوض 
آو : 
یکافئ 9- 00 مرفوض 
أو 
25 


يكافئ 7-3 


ETE 


× المتغيز العشواني المعرف كما يلي : 


عين قيمة العدد الحقيقي 2 

آحسب (5/2 < ۳ ثم (1> ۳ 
آحسب (2 > 2006 

آحسب (6+8>0- 00 
س1 


سے وق 1ب :208153432 


p(X 5/2( - p(X = رد‎ + p(X = 4) 
< 1+ 
5 


+ 


خا هه تن | وان | م تمر ساف الم 
وات 


p(X (اے>‎ > p(X - -1( > 


وس 
4 


2062 > 2( - p(X <--1(< 


۷ 


| -1 
1 
6 


دہا ھا داب 
تف 
5 


-6X 
HX رت‎ ۳ 1 


ہہ 


2620 - 62+ 8 > 0( - p(X =5) = 


التمرين ‏ 32 
يحتوي کیس علی 5 کرات تحمل الرقم 10 و 3 کرات تحمل الرقم 15 
نسحب عشوائيا في آن واحد کرتین من الکیس 

× المتغیر العشوائي الذي يمثل مجموع الرقمین المسحوبين ٠‏ 

1 - ما هي القيم الممكنة للمتغير 7 

2 عرف قانون احتمال المتغير × 

3 أحسب (۳ الأمل الرياضياتي للمتغير × 

4 - أحسب التباين (×)۷4۲ 

2)06<25(  بسحا‎ 5 

الحملے 32 

لاحب 

© ] 15 
2015 


1 اذن : القيم الممكنة ل × هي (30 :25 ;20 
0 25 | 15 


2 عدد الحالات الممكنة للسحب ور 2 0 


عدد الحالات الملائمة لسحب كرتين تحملان الرقم 10 : 10= > 
عدد الحالات الملائمة لسحب کرتین تحملان الرقم 15 : ود نیم 


عدد الحالات الملائمة اسب کرة تحمل 15 و آخری‌تحمل 10: 25*315 © 
منه : 10/28 = (20 = P(X = 30) - 3/28 + p(X =25)= 15/28 + p(X‏ 

إذن : قانون احتمال المتغير × هو كمايلي : 

7 20 | 25 ۵0 

| 006 =a) 10/28 | 15/28 | 8 


ے 200+379+90 )مدب )ند 
3 و 2375 7 300+ ( )25 ( )20 EX)‏ 


0.75۳ + E 2 )629( - 10,04 ات‎ 


10 


2 - 0و۷ 
28 


p(X > 25) = p(X = 25( + p(X = 30) 5 
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ي صندوق على 3 كرات بیضاء تحمل الأرقام 1 ۰ 2 ۰ 3 و 3 كرات سوداء مرقمة ۰1 2 › 3. 
عشوائيا کرة واحدة من الصندوق . 

× المتغیر العشواني الذي يرفق الكرة البیضاء بالرقم (1+) و الكرة السوداء ب 0 

۷ المتغیر العشواني الذي يرفق بکل كرة الرقم الذي تحمله . 

عرف قانون احتمال کل من و ۷ 

آحسب E)X)‏ و )7)۷ 

آثبت أن المتغیران × و ۷ مستقلان 

عرف قانون احتمال المتغیر العشواني 7 حيث ۷ ٦×‏ ثم احسب (7:)7 


LETE 
12 11/2 | 


0 


1 
دا ہ ندز ہ QIN‏ 


1 
3 
9 
3 
0 
3 


اتتا ماين مت دیا مت دنه منیا تاوزن 


x 


p(X =0)x p(Y = 1)= 


p(X =0) x p(Y =2) = 


x 


سايم دادم دادم ساديم سايم سوقم 


1 


x 


p(X =0) x p(Y =3) = 0 20 ۲ 23( > 


06 < 1: ۷ - ۱(- 


x 


p(X =1) x p(Y =1)= 


(2 2 ۷ ںم] 


۴× 


p(X =1) x p(Y 2 2(- 


x 
تاه سره سای سای سلہ سای‎ 


تاه اه تاه تاه تاه سای 


p(X =1) x p(Y 53) > نز و‎ 1 Y= 


ke )1 :2:3( من أجل کل (0:1) ع 1 ؛ من أجل کل‎ ٤ 
إذن : المتغيران × و ۷ مستقلان‎ 0) <1( x ۷)م‎ <1( = 000621: ۷ =) 


الأمل الرياضياتي للمتغیر 1 هو 
الحل - 34 
1— 1 حرط + رط جوم + وط :این : 


4 - نضع ۷ 1-2 إذن : القيم الممكنة 23 1 هي (3 
DEN‏ 3007-7 | 
p(T =T | 1/2 | 17/6 | 1/6 | 176 |‏ | 
1+2+3 1 1 1 1 
ہے ہے BEE OREN)‏ 
9 یت 
التمرين ‏ 34 


يحتوي کیس علی 4 كرات تحمل الأرقام 1 ۰ 2 ۰ 3 ۰ 2 حيث 21٦‏ 8 
نسحب كرة واحدة من الکیس . نضع م7 احتمال سحب الكرة ذات الرقم 1 (السحب لیس متساوي الاحتمال) 
1- اخسپ ,۳ » و۳ و1 © ۳ علما آنها بهذا الترتيب تشکل حدودا متتابعة من متتالية حسابية أساسها 7 


2 لیکن ۴ المتغير العشواني الذي يرفق كل كرة مسحوبة بالرقم الذي تحمله . آوجد قيمة العدد الطبيعي ۾ حتی یکون 
43 

E(F)= & 
(F) 3 


1 


1= )2+( +) 2 )+( م درم 


a 
1/3 


3 
5/18 


ہے گ +4 
18 


4 ۳,۶ 1- 


| ین 


0 


< رط 


۵ 
اہ 


1 


1 
1/6 


Fi 
P(F =F) 


2 
2/9 


: 


۰0) ( ۰ 2)2( ۰۹) ( +:)4( 


أي: 
اء 
آي : 
21 1 
نتيجة : کس رط 
نتیجھ 6 1 
ے PI‏ 1 درم 
هد 1 OIE‏ ۰ 
RES‏ 0ی 
O 18 8‏ 
3 6 ال کر ۳ 
3 18 18 1 ۲ 
2 قانون المتغیر العشوائي ۴ هو كمايلي 
نتیجة :۰ 43 -(۳ ال . , 3 
9 9 
BB 13 2‏ 
یکافی ہے حہ 
ی وو 
| 6 


نها تا ۵| سا 


كلد 4ا 2 
8 159 6 
a‏ , 3+8+15 
3 18 
8 + 26ے 
3 18 
3 + 13 
سے ہی 


78 


_التمرين ‏ 35 
يحتوي كيس على 20 كرات مرقمة من 1 إلى 20 لا نفرق بیها عند اللمس 
1 نسحب من الكيس كرة واحدة . ما هو احتمال الحوادث التالية : 
۸) الحصول على مضاعف 4 
8) كرة تحمل عددا ليس مضاعفا 5 
) نسحب من الكيس كرتين في آن واحد . ما هو احتمال الحوادث التالية : 
4) كرتين تحملان مضاعفا ل 4 
8) كرة تحمل مضاعف 3 و أخرى تحمل مضاعف 4 
) نسحب الآن 3 كرات في آن واحد . ما هو احتمال الحوادث التالية : 
4) ثلاث كرات مضاعفات 4 
8) ثلاث كرات مجموع أرقامها زوجي 


مضاعفات 4 هي (16:12:8:4: 20] 
الارقام غير مضاعفات 5 هي (2:1: 6:4:3: 9:87 12:11: 13: 17:16:14 :18: 19) 


عدد الحالات الممكنة هو 190= 2 
مضاعفات 4 : (4: 8 : 12: 16: 120 


مضاعفات 3 :15:12:96 : 018 
190 


لاحظ أن العدد 12 مضاعف لكل 
من 3 و 4 اذن نميز 3 حالات 


1 1 1 1 1 1 
C4 xCs + و عدر‎ FC ع‎ 
190 


P(B) = 


و +4۰5 _ 
190 
74+ 


190 
29 


190 


عدد الحالات الممكنة : 1140 - 20*19*18 - 201 = ع 
3×2 !1713 


719 


cC 
aj Co AE عد‎ 
1140 1140 114 
: سحب 3 كرات مجموع أرقامها زوجي يوافق أحد الحالات التالية‎ 
سحب 3 أرقام زوجية‎ 
| سحب رقمين فرديين و رقم زوجي علما أن‎ 
: إذن‎ 


عدد الأرقام الفردية هو : 10 
عدد الارقام الزوجية هو : 10 

3 1 
ون‎ 0 120+45 x10 _ 570 _ 57 19 


1 
2 عد 38 114 1140 1140 1140 
التمرین س 36 
يحتوي كيس على 10 كرات متماثلة الاحتمال موزعة كمايلي : 
5 كرات بیضاء تحمل الأرقام 1 › 1 ۰ 2 ۰ ۰2 3 
3 كرات خضراء تحمل الأرقام 1 ۰ 2 ۰ 3 
2 كرات حمراء تحمل الأرقام 3 ۰ 3 
نسحب من الکیس 3 كرات قي آن واحد . ما هو احتمال الحوادث التالية : 
۸ الحصول على كرة بیضاء و کرتین حمراوین 
8) الحصول على كرة حمراء على الأقل 
©) الحصول على كرات مجبوع أرقامها أكبر تماما من 7 
الحل ‏ 36 
عدد الحالات الممكنة : 120 


-(8)م 


!7!3 
عدد الحالات الملائمة للحادثة ۸ هو : کے و E‏ 8 


A‏ رد تک ے00 0> ر6 
15 120 120 


يكون مجموع الأرقام المسحوبة أكبر تماما من 7 اذا و فقط إذا تم سحب 3 كرات تحمل الرةم 3 أو 2 كرات تحمل الرقم 
3 و كرة تحمل الرقم 2 
إذن : عدد الحالات الملائمة مو : 63-22 + 4 - إع 6۷ + Cj‏ 


1 - 22 دوم 
60 120 
التمرين ‏ 37 


في سباق 400 متر تتابع كل فریق یتکون من 4 عدائین 

يريد المدرب تشكيل فریق للمشاركة في المسابقة من بين 10 عدائين حيث يتم تحدید رتبة انطلاق کل عداء من العدائین 

الأربعة المشکلین للفریق 

1 - کم من فریق مختلف یمکن للمدرب تشکیله 

2 - ما هو احتمال أن يكون عداء ما ضمن الفریق المختار 

37 1 

1 عند اختيار 4 عدائين نهتم بترتيبهم حسب الانطلاق 
إذن : عدد الحالات الممخنة هي تراتیب ل 4 عناصر من بين 10 عناصر و عددها : 

87-0 « 9 10 - وم 

2 - عدد الحالات الملائمة للحادثة "الفریق لا يضم لاعب معین" هو ۸ (الحادثة العکسیة) 

أي : 726-3024 »8 × 9= وها 


منه : احتمال أن يكون اغریق يضم لاعب معین هو : 
2 2016 _ 3024 


قي ثانوية ما 25% من التلامیذ مستواهم ضعیف في مادة الریاضیات و 15% منهم مستواهم ضعیف في مادة الفيزياء و 
© منهم مستواهم ضعیف في مادتي الریاضیات و الفيزياء معا . 
ثختار عشوانیا تلمیذا واحدا من هذه الثانوية . 
آ - إذا كان هذا التلمیذ ذو مستوی ضعیف في مادة الفيزياء فما هو احتمال أن یکون 
مستواه ضعیفا أيضا في مادة الریاضیات ؟ . 
2 إذا كان هذا التلمیذ ذو مستوی ضعیف في مادة الریاضیات فما هو احتمال أن یکون 
مستواه ضعیفا في مادة الفیزیاء أيضا ؟ . 
ما هو احتمال أن يكون هذا التلمیذ ذو مستوی ضعيف في مادة الفیزیاء أو في مادة الریاضیات 
تب 38 


ن الحو ادث التالية : 
: التلمیذ ضعیف في مادة الریاضیات 
: التلمیذ ضعیف في مادة الفیزیاء 
ل احتمال أن یکون التلمیذ ضعیف في الریاضیات علما أنه ضعیف في الفيزياء هو : 
10 
P(A MB) _ 100 _ 10 2‏ 
سا اس => = ۳۱/۸۱ 
3 15 پر EREB‏ 
100 
ال احتمال أن يكون التلميذ ضعيف في الفيزياء علما أنه ضعيف في الرياضيات هو : 
0 
۲0۸۵ 
2 10 100 ۔ ) ( = (۳۸)۲ 
P(A) 22 52095‏ 


100 
- احتمال أن يكون التلميذ ضعيف في احدى المادتين الریاضیات أو الفيزياء هو : 
(ط P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N‏ 


SES 0 
100 100 100 
_ 25+15 -0 
100 
0 
10 


2 الأولی تحمل وجه و ظهر متساويي الاحتمال 
الثانية تحمل وجهین (لا تحمل ظهر) 
2 الثالثة تحمل وجه و لهر حيث احتمال ظهور الوجه هو 1/3 
عشوانیا قطعة واحدة من الصندوق ثم نرمیها مرة واحدة 
هو احتمال الحصول على وجه 
39 
ر إلى الوجه ب ۴ و إلى الظهر ب ۳ 
عملية اخنیار القطعة من الصندوق متساوية الاحتمال و کل منها يساوي 1/3 
: نرسم الشجرة التالية : 


القطعة الاولی 
۳ و وس ۰ 


نتيجة : احتمال الحصول على الوجه ۴ هو : 


رے £2 36 الاي نت الط پر لب لیا 
k9 18 18‏ نو 6 3097 تیصخش ند 
ملاحظة : القطعة الثانية لا تحمل ظهر اذن ۳)۳(<0 و ۱ (۳)۳ 


40  نيرمتلا‎ 

هم 2 8 ۰ © ثلاث صناداق حیث : 

الصندوق ۸ مكون من 3 كرات حمراء و 5 كرات سوداء 

الصندوق 8 مكون من 2 كرات حمراء و كرة سوداء 

الصندوق © مكون من 2 كرات حمراء و 3 كرات سوداء 

نأخذ أحد الصناديق عشوائيا و نسحب منه كرة واحدة 

إذا كانت الكرة المسحوبة حمراء فما هو احتمال أن تكون قد سحبت من الصندوق 4 ؟ 
الحل ‏ 40 

لتكن ۸ : الحادثة اختيار الصندوق ۸ إذن : 1/3 - (۳)۸ 

لتكن ۲ : الحادثة سحب كرة حمراء 


1/3 2 1/3 : لدینا الشجرة التالية‎ 
4 8 0 
رود‎ ۵ NE A 
۹ 4 ۳ 
R R R R R R 


احتمال سحب الكرة من الصندوق ۸ علما أنها حمراء هو الاحتمال الشرطي 


P(A ^R) 
بات ا‎ 
۲۷۰۷۸ 13 
سے‎ 1 
(ANR)= =x== لدينا : کے‎ 
۳۵۹ و وم‎ 
ا مہ ا‎ 0 
ہو روا موم لت رہ‎ 
ايو را‎ T2 
ا‎ 2 
اہ‎ 3 3 
_ 1 ] 45+ 80+ 8 
120 1 
لفط 1 ع‎ 
۰ 3.0 
PR(A) نتيجة : ی 206 اك الك‎ 
1073 8 1073 1073 
3 * 0 
س ن‎ 


82 


ند 41 
كيس 10 كرات بیضاء و کرتین سوداوین 

اتسحب من الکیس كرتين على التوالي دون ارجاع 

ترمز ب :8 للحادثة الکرة المسحوبة في المرة 1 بیضاء 
1- أحسب الاحتمال (,۳)8 ثم (9ظ),و۳ 

2ے استنتج (,8 ۸ :۴)8 


3 4 = (۴)8 (سحب كرة أولى بیضاء) 


9 (سحب كرة بیضاء في المرة الثانية علما أن الكرة المسحوبة في المرة الاولی بیضاء إذن تبقی‎ Psı(Ba)= 
کرات بیضاء من بین 11 کرات)‎ 11 


۲)8, ۲۱ B2) 


Ps,ı(B»2) = 
BI(B2) ۶۵0 
۳69, A B2) > Ppı(B2) x ۶۵,( 
۳ 0 
نان نے‎ 
112 
بل‎ 
132 
3 ات‎ 
22 


۱ نماذج للبكالوريا ۱ 


ا 
يحتوي صندوق علی 6 کرات بیضاء و 4 کرات سوداء 
1) نسحب عشوائيا 3 کرات في آن واحد . ما هو احتمال الحوادث التالية : 
۸ : الحصول على 3 كرات بيضاء . © : الحصول على كرة بیضاء على الأقل 
8 : الحصول على 3 كرات سوداء . 
1) نسحب 4 كرات في آن واحد . أحسب احتمال الحوادث التالية : 
4 : الحصول على 3 كرات بيضاء و كرة سوداء 
8 : الحصول على 3 كرات سوداء و كرة بيضاء . 
111) نسحب 3 كرات في آن واحد ولا نعيدها إلى الصندوق ثم نسحب من الباقي 4 كرات في آن واحد . 
ما هو احتمال أن تكون الكرات الثلاثة الأولى بيضاء و من بين الكرات الأربعة المسحوبة بعد ذلك كرة واحدة بيضاء فقط 


الد لے 
1) عدد الحالات الممكنة هو : ۰ 120= Coz ۲۱ ORE‏ 
EN 32‏ 
کے GCE OSA‏ كسك Ae‏ 
6 120*7372 3131 120 ۰ 120 
0 
لا ہے ل رو 
30 120 120 
2ے 1 ۔ رے رق 1-۶ - نم-1 دتمم 
30 30 
1 عند الحالات سعیوسچوڑگ 1 08 ا ع 
4x3 x<2‏ !6!4 
1 3 
8ئ 
8 203-40 52۸ > (ھ)۶ 
21 210 210 
سا تا 
کان نخد - کت درهم 
5 ۰ 210 210 


[1) احتمال سحب 3 كرات بیضاء في المرة الاولی هو : 

بعد الحصول على 3 كرات بیضاء یبقی في الصندوق 3 كرات بیضاء و 4 كرات سوداء 
إذن : احتمال سحب كرة واحدة بیضاء عند سحب 4 كرات في أن واحد هو : 
xal _ B‏ _ و6 


35 35 4 
5 35 ۳ج 
نتيجة : احتمال سحب 3 كرات بيضاء في المرة الأولى و كرة واحدة بيضاء في المرة الثائية هو : 
2 1 يك دم 
کت وو ا 


را 

يحتوي صندوق على 10 كرات مرقمة من 1 إلى 10 

نسحب من الصندوق كرتين على التوالي مع الارجاع 

1 - آحسب احتمال الحصول على رقمین فرقهما 4 

2 - آحسب احتمال الحصول على رقمین فرقهما 4 علما أن مجموعهما 10 
84 


الحالات الممكنة للسحب هي قوائم ل عنصرین من بین ۰10 عناضر و عذدها 100 = 107 
س لتكن ۸ الحادثة : سحب کرتین فرقهما 4 


)1 <5) (106) (610(5 9( 


12 
منه : لكت P(A)=‏ 
100 


ال لتكن 8 الحادثة : سحب كرتين مجموعهما 10 


1 مته 2 حرط 
100 


الخالات الملائمة للحادثة ‏ 08 ۸ هي (3ء 7) ء (7ء 3) امنه = زه ممم 
2 


2 08 مام 
2 _ اپ ۲( انا رر 
و و P(B)‏ 
100 
32 


قسم من % 25 بنات و % 75 ذكور 

أن % 60 من البنات و % 30 من الأولاد هم تلاميذ جيدون . 
عشوالیا تلمیذا من القسم . ما هو احتمال الحوادث التالية : 

: أن يكون التلمیذ بنتا 

أن يكون التلمیذ ولدا 

: أن يكون التلميذ جیدا 

أن يكون التلميذ بنتا علما أنها عنصر جيد 


اے 2 -2590-(2)۸ 
4 100 
کے كل =% PB S75‏ 
4 100 


P)B 0 0©(‏ + (0 ۸ ۳۸ = (2)0 (بنت جيدة أو ولد جید) 
r; 60 75 30‏ 
کا سد كيت 
100 100 100 100 


برق E‏ سیا 
290 
6+9 
40 
3ے لاج 
8 40 
0 25 
100 0 ۸۱۸۸90 ` 2 
دحا یی از ول منه کے ()۳ 
3 20 (7)۸ منه 5 (D)‏ 


امه 


الحالات الملائمة لهذه الحادثة هي (1 ١‏ 5)ء (6:2) (63 7)ء (8:4)ء.(ک 9 ء (6ء:2)ء (3,:7)ء )8 4( ء 


الحالات الملائمة للحادثة 8 هي (21 ۰09 (2» 8) ٠‏ (23 ۰06۰4۰07 06(5057 064774 2<8“ 


سلسلة هبا 


اک 
يحتوي كيس على 5 كرات بیضاء مرقمة من 1 إلى 5 و 3 كرات حمراء مرقمة من 6 إلى 8 و کرتین خضراوین 
مرقمة من 9 إلى 10 

نسحب عشوائیا کرتین في آن واحد ۰ أحسب احتمال الحوادث التالية : 


4 : الکرتان تحملان رقمین فردیین 
8 : الکرتان من نفس اللون 
© : الکرتان تحملان رقمان فردیان و من نفس اللون 
0 الکرتان من لونان مختلفان 
€ : الکرتان من لونین مختلفین و تحملان رقمین فردیین 
الحل - 4 
عدد الحالات الممکنة هو 45 - 109 - ال عم 
2 !218 
الالوان بيضاء حمراء خضراء 
الارقام 1 :5.4 | 8-76 |109 
عدد الارقام الفردية 3 1 1 
cC‏ 
E E MN 554-10-2‏ 
TOI 45:2 45 9‏ 5 1۳ 
2 2 2 
E O OITA‏ 
45 45 8 
8 
E‏ یت ات 
پوت من 


لاحظ أن یوجد 3 كرات بيضاء تحمل آرقام فردية 
إذن : لا يمكن سحب كرتين خضراوين رکرو ا 


ار 2 707--0 
45 45 45 ۳ 
1 
ہے و 02022226 0 
P(E) - = 2‏ 
45 45 45 


تفسير : حتى تكون الكرات مختلفة الألوان و تحمل أرقام فردية يجب أن تكون E.‏ ات 
> خضراء فردية) أو (حمراء فردية » خضراء فردية) 


5  نيرمتلا‎ 

: ثلاث صناديق تحتوي على كرات موزعة كمايلي‎ ٢٠8.۸ 

في الصندوق ۸ : 5 كرات بيضاء و كرة سوداء 

في الصندوق 8 : 3 كرات بيضاء و 2 كرات سوداء 

في الصندوق © : كرة بيضاء و 4 كرات سوداء 

يقوم لاعب برمي زهرة نرد ذات 6 أوجه مرقمة و متساوية الاحتمال . 
إذا كان الرقم الظاهر هو 1 يسحب من الصندوق ۸ 

إذا كان الرقم الظاهر 2 أو 3 يسحب من الصندوق 8 

إذا كان الرقم الظاهر 4 أو 5 أو 6 يسحب من الصندوق © 

1) إذا كان اللاعب يسحب كرة واحدة فقط ۰ أحسب احتمال أن تكون بيضاء 
1) إذا كان اللاعب يسحب كرتان في آن واحد . أحسب احتمال الحوادث التالية : 


86 


× : کرتین بیضاوین 
۷ کرتین سوداوین من الصندوق 8 . 


5 

ا الشجرة التالية : رمي زهرة النرد 
3/6 2/6 

1 3 2و‎ STER 

سحب من الصندوق € سحب من الصندوق 8 سحب من الصندوق ۸ 


1/6 


احتمال أن تكون الكرة المسحوبة بیضاء هو مجموع ثلاث احتمالات كمايلي : 
أن تكون الكرة بیضاء من الصندوق؛ ۸ . 
أن تكون الكرة بيضاء من الصندوق 8 : 
أن تكون الكرة بيضاء من الصندوق © . 


: احتمال أن تكون الكرة المسحوبة بیضاء هو كمايلي : 


9 25454+ دک یھ تھا لب يدم 2 د ق 
6S6 30 304-36-0 180 180‏ 6 6 
آلکرتان بيضاوين في حالتين فقط كمايلي : 
كرتان بيضاوين من الصندوق ۸ 
كرتان بيضاوين من الصندوق 8 0 
منه احتمال الحصول على كرتين بيضاوين هو : 
2 5 
2+ ۳00-1 
6 6 یت 6 
110 
0 6 15 6 
لیلج 
0ھ 
9 
90 
رج حل و و 
تين سوداوين من الصندوق 1 : سح × = = کے ۷ = - (۷) 
گرتین سوداوین من الصندوق 000 زفق 


کے 
۷ لاعبان لرمي الأسهم کل منهما یسدد سهمه نحو هدف دائري مقسم إلى 3 مناطق 1 ۰ 11 ۰ 111 . حيث کل 
تصیب منطقة واحدة فقط من بين المناطق 1 ۰ 11 ۰ 111 

إصابة الرامي × للمناطق 1 ۰ 11 ۰ 111 هي على الترتیب 1/12 ؛ 1/3 و 7/12 أما احتمالات إصابة 
۷ للمناطق 1 ۰ 11 ۰ 111 فهي متساوية . 

الرامي × سهمه ثلاث مرات منتابعة . آحسب احتمال الحوادث التالية : 

يصيب المنطقة 111 في کل رمية . 

يصيب المناطق 1 ۰ 11 ۰ 111 بهذا الترتیب . 

ایصیب المناطق 1 ۰ 11 ۰ 111 

الآن أحد الرامیین × أو ۷ علما أن احتمال اختیار الرامي × هو ضعف احتمال اختیار الرامي لا 

4 تسدید رمية واحدة ما هو احتمال أن تصیب هذه الرمية المنطقة 111 
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[ -6 
لدینا الحالات التالية للرامي × : 


11 11 


11 1 


11 1 


نتیجة : 


الحادثة بع توافق لات یں 1 ےا 


عط علي ل = PA)‏ 
2-0.6 


: ہو سو کو 
الحادثة توافق الحادثة 8 اذن : PIES Ks‏ 
ی ا ا ل الي 


الحوادث 8 ۰ ط ۰ © ۰ ء 6 ۰ 1 توافق الحادثة € منه 


P)C) =6 x (Û x 1 «x 2 (- 85×7 7 
197 2273 


باختيار أحد الراميين نضع » احتمال اختيار الرامي ۷ 
منه : 1= 20 © آي 21/3 


مدب ا 1/3 23 
الرامي ۷ الزامي × 
12*1 .. ور یج ے٦2‏ 
روک یو سی رت کور یئ 3۳ 


الرمیة الأولى 


II 


111 


ونان تایب ال مید کن ا موه لم چ انس عم 
تقسیر : إما.أن تكون الرمیة من اللاعب × و وو ےو یں اف 
اڑا نکن الز میدمن اللاعت 3 LES‏ 
9 18 
72 _ 
18 
7 
2 
Es:‏ 
ن في مجموعة الأعداد المركبة © المعادلة 0 >4 -ج+ 2 4 _ تج و 


- أوجد 1 ۰ :2 ۰ و2 حلول المعادلة (1) ثم أكتبها على شکلها المثلثي . 
عین الجذور التربيعية لكل من ,2 ۰ 22 ۰ 23 
هرة نرد متجانسة الآوجه کل وجه منها يحمل جذرا تربيعيا من الجذور المحصل علیها في السوال (2) نرمي هذه الزهرة 
- ما هو احتمال الحصول على جذرین مربعاهما متساویان ؟ 
لیکن × المتغیر العشواني الذي يرفق كل عمليتي رمي بطويلة جداء العددین المرکبین المحصل علیهما 
س عرف قانون الاحتمال للمتغیر × 
- آحسب E)×(‏ الأمل الرياضياتي للمغير × 


ظ أن 1= ,2 هو حل للمعادلة 40 و +42 تج 
لنبحث عن الحلول الاخری : 


3-42 + 2-4 2-1 
سی‎ 27 + )4+ (2-4 [ 
(-4+i)27 + 2-4 
4+ (2+ )41+ 1)z 
- 412-4 
4 7-4 


0 
لنحل المعادلة 0 >1 2-4 (1+ 4 )+ 22 


161 + ۸۵16-81-1 
8 +15 < 
?+4( = 
ےلصاف 


ب اف حم + ٹہ 
2 ۰۷2 127 ۱2 2097 
5 احتنال الحصول علی جذرین مرتعاهما مصاویان هو + جح( )ودر 
تفسیر : اما نحصل على جذر ,2 ثم الجذر الآخر ل ,2 (یمکن أن یکون نفسه) 
أو تحصل على جذر 22 ثم الجذر الآخر ل و2 (يمكن أن يكون نفسه) 
أو نحصل على جذر وھ ثم الجذر الآخر ل و2 (یمکن أن يكون نفسه) 
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ملاحظة : إذا سمینا على الترئیب 2 ۰ ۳ ۰ © ۰ ل »> ع ۰ ۶ الجذور التربيعية للاعداد المركبة ر2 ۰ 22 + 23 
فان الحالات الملائمة للحادثة هي : 
(aca)‏ « (موءط)ء (طعه)ء (ecc) < (beb)‏ < 40۰۵۰۵ 4 (۱۹ع): 
(e< < (f < (foe)‏ و عددها 12 
و عدد الحالات الممكنة هو 62-36 
تو 1 
منه : الاحتمال المطلوب هو چا 
4 كل من الجذور التربيعية للأعداد ,۰2 22 ۰ 2 طاولاتها على الترتیب 1 ۰ 2 ۰ 1 
إذن : القیم الممكنة ل ۶5 هي ۰1 ۱2۱2۱۷۱2۱۳4۰2 ۱2۰2) 


تفسیر : نسحب في المرة الاولی أحد الجذور و في المرة الثانية کے کپ کت رورفم 
أحد الجذور حيث جداء طاولتیهما يساوي قيمة × رص وت 
4 میں ا كد وال کرد 
کے ہے پر ند ی 2 و 
9 ۱6۰۹6 “جام يبع 
فا 22 وہ 
منه : قانون الاحتمال للمتغير × كمايلي : و ۹62 )خ 
Xi 1 2 4‏ 
1/9 | 4/9 | 4/9 | (2 دعم 
16 


التمرين ‏ 8 
۸ و 8 صندوقان یحتویان على كرات موزعة كمايلي : 
الصندوق ۸ : 5 كرات بيضاء و 5 كرات سوداء 
الصندوق 8 : 7 كرات بیضاء و 3 كرات سوداء 
نسحب عشوائيا كرة واحدة من الصندوق ۸ و نسجل لونها و نعیدها إلى الصندوق 8 
ثم نسحب من الصندوق 8 كرة آخری و نسجل لونها 
1 ما هو احتمال الحصول على كرتين بیضاوین 
2 - ما هو احتمال الحصول على کرتین من نفس اللون 
3 نرفق بکل كرة بیضاء العدد الحقيقي »© و کل كرة سوداء العدد (0-) و ليكن × المتغیر العشواني الذي يرفق بکل 
سحب كرتين مجموع الأعداد المرقمة بها 
8) عرف قانون احتمال المتغير × ثم أحسب (]17)3 ( أمله الرياضياتي) 
ط) عین » حتی یکون 1= (:۲ ۱ 
4 - نضیف إلى الصندوق 8 (3 - )١‏ كرة سوداء حیث 8 عدد طبيعي آکبر من 3 
نعيد عملية السحب كما في السوال (1) 
3) ما هو احتمال الحصول على کرتین بیضاوین . 
ط) عین قيمة 5 حتی یکون احتمال سحب کرتین بیضاوین يساوي 0,25 
الحسل = 8 
لدینا الشجرة التالية ؛ 


سوداء (نضیفها إلى الصندوق 8 ) بیضاء (نضیفها إلى الصندوق 8 ) 
الصندوق 8 يحتوي على : 7 بیضاء : 4 سوداء الصندوق 8 يحتوي على : 8 بیضاء ۰ 3 سوداء 


8/11 3/11 7/11 4/11 


سوداء بیضاء سوداء بیضاء 


س 
90 


قتيجة : 
1 - احتمال الحصول على کرتین بیضاوین هو 


5 یں 3 2 ب رك طن ا مم سی 
رھ سرع الت ی 
- القيم الممكنة ل × هي (0: 20 -:© 12 حسب الحالات التالية : 
الكرتين بیضاوین :ر »2= 0 +0 

الكرتين سوداوين : ك 2 - > - ٠»‏ - 

الكرتين مختلفتين في اللون : 0 > » - © 

8) منه قانون احتمال المتغير × كمايلي : 

Ohl Haake‏ :|91 ند 
P(X = (۱ ۷1‏ 


سب اسوق اتل 2 (ه ۶0622 


نعيد عملية السحب بعد اضافة (3 -- )١‏ كرة سوداء إلى الصندوق 8 
شجرة الاحتمالات هي کمایلي : 


سوداء بیضاء 
الصندوق 8 : 7 بیضاء ۰ 1+ سوداء 


سوداء بیضاء سوداء بیضاء 
3) احتمال الحصول على كرتين بیضاوین هو 4ك = 8 پر 1 - 
8 ۰ 507-8 2 


6 ۳-025 یکافی 4-025 


8+ 

4 1 8 

يكافئ سے کا دك 

8+8 4 2 

یکافی "8216 +8 
یکافی 0-8 


: للحصول على احتمال سحب کرتین بیضاوین يساوي 0,25 يكفي أن یکون .11-8 
5 < 3 - 8 = 7-3 إذن يكفي أن نضیف 5 كرات سوداء إلى الصندوق 8 


لفن یی یی یبای اا ااا بنیز یز ی یی ی 


سلسلة هياج 


تند 5 
1) يسدد لاعب 3 رميات متتابعة نحو هدف 
إذا علمت أن احتمال أن يصيب الهدف هو 0,7 أحسب احتمال الحوادث التالية : 
۸ : يصيب الهدف 3 مرات 
8 : يصيب الهدف مرتین فقط 
© : يصيب الهدف مرة واحدة على الأقل 
1) إذا علمت أن الهدف مکون من 3 مناطق مختلفة 1 ۰ 11 ۰ 111 حيث احتمالات اصابتها هي على الترتیب 
1 ؛ 0,2 ؛ 0,4 آحسب احتمال الحوادث التالية : 
0 : يصيب المنطقة 1 3 مرات 
5 : کل رمية تصيب منطقة واحدة من بين المناطق الثلاثة 
1 يقوم اللاعب برمية واحدة فقط نرفق بکل رمية العلامة 0 إذا اصاب المنطقة 1 و العلامة 7 إذا آصاب المنطقة 11 
و العلامة 5 إذا أصاب المنطقة 111 و العلامة 0 إذا كانت الاصابة خارج المناطق الثلاث 
لیکن ۴ المتغیر العشواني الذي يرفق بکل رمية العلامة المحصل علیها ٠‏ 
عين قانون احتمال المتغير ۴ ثم آمله الرياضياتي ٤)9‏ 
الحسل = 9 
0 نرسم جدول الزمیات فا يك ردك ب 


إذن : الحالات الممكنة هي كمايلي : 
ملاحظة : احتمال أن لا يصيب الهدف هو 0,3 > 1-0,7 


1 اذا آصاب الهدف . 
0 إذا لم يصب الهدف . 


الاحتمال الحادثة | الرمية التالتة | الرمية الثانية | الرمية الأولى 
a 030,303 27‏ 0 5 
3 - 0,7 × 0,3 * 0,3 | 6 1 
263 0,3 07« 0,3 | > 0 ۱ 0 
77 از 1 
263 ۷0,3 0,3 0,7 | © 0 2 
47 0 2 1 
0,327 0:7 0:7 | 8 0 ۱ , 
3 - 0:7 0,7 »0,7 | 1 
الحالات الموافقة للحادثة ۸ هي (ظ) منه 0,343 = P(A)‏ 
الحالات الموافقة للحادثة 8 هي إل ۶۲۰ 8) منه 0,441 = 0,147 P(B)= 3 x‏ 
الحالات الموافقة للحادثة 6 هي ( دع +1 ۵۱۰۸+ 0] منه 0,973 <1-0,027-(8)6 
P(D) - 0,1 x 0,1 x 0:1 = 0,001 01‏ 


P(E) = 6 x (0,1 x 0,2 x 0,4) = 0,024‏ 
تفسیر : یوجد 6 حالات يصيب فيها المناطق الثلاث حسب ترتيب الرميات كمايلي 111111 ؛ 111111 ؛ 111111 ۶ 
1 ¢ 111111 ؛ 111111 

111) قانون المتغیر الشواني ؟ : 


10 77ء‎ SE 
P(f=f) | 0,1] 0:21 04| 03 


E(f =10(0,1) + 7(0,2) + 5(0,4) + 0 =1 + 1,4 + 2 - 4‏ 
التمرين ‏ 10 
في لعبة يرمي اللاعب زهرة نرد متجانسة مرة واحدة و كلما كان الرقم المحصل عليه زوجي سمح له برمية أخرى . تنتهي 
اللعبة إجباريا بعد 10 رميات أو بتوقف اللاعب عن الرمي تلقائيا 
1 - ما هو احتمال الحصول على رقم فردي في الرمية الأولی 
2 ما هو احتمال الحصول على رقم فردي في الرمية الثانية 
3 - إذا آراد اللاعب أن یکون احتمال حصوله على رقم فردي أكبر من 0,03 فما هو عدد الرمیات التي لا ينبغي تجاوزها 


الحل ‏ 10 1 
1 - في الرمية الأولى » احتمال الحصول على رقم فزدي هو < < 


6 
2 حتی تكون هناك رمية ثانية يجب أن تکون نتيجة الرمية الأولى هي رقم زوجي 


1 


2 (3 آرقام فردية من بين 6) 


1 
سم‎ K€ 


إذن : احتمال آلحصول على رقم فردي في الرمية الثانية هو - 3 

3- تعميم : للحصول على رقم فردي في الرمية 13 يجب أن يتحصل اللاعب في كل من الرميات السابقة من 1 إلى (1 - 8) 
على رقم زوجي 

یں 1 5 DXB‏ ع اع ذو و 

منه : احتمال الحصول على رقم فردي في الرمية ا هو )2 23 

قيجة : حتى يكون احتمال الحصول على رقم فردي أكبر من 0,03 يلزم و يكفي 

أن يكون : ۳۵( 2) 

في“ ۱6۵09 < ۳( 2)]ها 

n ۹ (< ۱۵009( اي‎ 


أي 3 In‏ > 2 صا n‏ - 
۱ 3 »رم 
72۔ 
أي 5,05 < n‏ 
منه : ينبغي للاعب أن لا يتجاوز 5 رميات 
ن-11 
دراسة خاصة لحالة سيارات مدينة معينة تبين أن : % 12 من السيارات ذات مكابح ضعيفة 
بين السيارات ذات المكابح الضعيفة هناك % 20 منها لھا إضاءة ضعيفة 
بين السيارات ذات المكابح القوية هناك % 8 منها لها إضاءة ضعيفة 
4 الطرقات طلب من شرطة مرور هذه المدينة تكثيف مراقبة السيارات 
ن الحوادث التالية : 2 
: السیارة الموقوفة من طرف الشرطة لها إضاءة قوية و ,1 حادثتها العكسية 
: السيارة الموقوفة من طرف الشرطة لها مکابح قوية و ۴ حادثتها العكسية 
-أحسب Pr (L) + 2)( + P(F)‏ 
- أحسب احتمال أن تكون السيارة الموقوفة ذات مكابح ضعيفة و إضاءة ضعيفة أيضا 
- أحسب احتمال أن تكون السيارة الموقوفة ذات مكابح قوية و إضاءة ضعيفة أيضا 
- استنتج احتمال أن تكون السيارة الموقوفة ذات إضاءة ضعيفة 
- علما أن السيارة المراقبة لها إضاءة ضعيفة ما هو احتمال أن تكون ذات مكابح ضعيفة 
- برهن أن احتمال توقيف سيارة في حالة جيدة (مكابح قوية و إضاءة قوية) هو 0,8096 


5 مکاح قوية 7 مكاج مروت 
ہے 80% 20% 
1 إضاءة قوية رآ إضاءة ضعيفة ب1 ا ا لضا صعيفة 
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۔۔ 88 = % وچ ک ر5 
۳ 0,88 = گآ = P(F)=88%‏ 
20 13 
0 پ 6 ہی 
کے وت 100 100 PEND‏ ووم 
P(E) 12 100 5‏ 7 
100 
2 
2 ۵ (068م اس 
ي BO) LE‏ 
P(E) 88 100 25‏ 
100 
EER a 202 3 5‏ 
25 5 25 100 100 
وت 4 ای اق ERA E‏ 
5 25 25 100 100 


مب 59 _ 15+44 - 4 ب _ت P(L)=P(FNL)+P(FNL)=‏ 
625 625 625 125 


3 
FNL) 125‏ کے 
7 من كوي 7 ات مور EAD‏ چم 
OT BOTT ES‏ 1 
625 
6- ووو - 8096 - 92 پر ےگ -(1 0 7)0 و هو المطلوب . 


100 00 10000 


التمرين ‏ 12 
1) (,نا) متتالية معرفة على *1۸ ب 


سرادم 


+ ون 2 من من أجل كل 0:1 - الاعم 
1 - برهن أن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 1 فان [1 : 0] © ولا 
02-2 متتالية معرفة على : *111 ب » - ,نا م٢‏ حیث 11 > » 
عين العدد الحقيقي 6 حتى تكون (,۷) متتالية هندسية 
3 أحسب ,دا بدلالة 5 ثم استنتج أن ,دا متقاربة و عين نهايتها 
1 ۸ و 8 كيسان يحتويان على كرات موزعة كمايلي : 
الكيس ۸ : 6 كرات بيضاء و 4 كرات سوداء 
الكيس 8 : 8 كرات بیضاء و 2 كرات سوداء 
نختار عشوائيا كيسا واحدا و نسحب منه كرة واحدة ثم نعيدها إلى نفس الكيس 
إذا كانت هذه الكرة بيضاء نسحب مرة أخرى من نفس الكيس آما إذا كانت سوداء فنسحب من الكيس الآخر و نعيد هذه 
التجربة 8 مرة . 
ليكن ,ده احتمال أن تكون السحبة رقم 8 من الکیس .4 
1 أحسب إنا + ولا ؛ ولا 
2 برهن أن من أجل كل (0:1) - 21۳ م :. أ + بون 
3ے اسب ولا lim‏ 5 
ہے اس لچ میس 
1) 1 - البرهان بالتراجع : لتكن الخاصية [1 : 0] © من 


من أجل 1 < 8 : = را إذن : الخاصية محققة من أجل 21 8 


3 
2 
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من أجل ۸=2: = > ينا اذن : الخاصية محققة من أجل 2= ۸ 
5 


1 
5 
نفرض أن  ]0:1[‏ مدا "من أجل 

هل [1: 10 € متا ؟ 
حسب فرضية التراجع : [1: 0] > ہلا يكافئ 


یکافی 


1 
5 
9ے 


o 
۸ o 
دما‎ ۸ 
ع ع‎ 
۸ ۸ 
يوري‎ > 


۸ 
| ما 

۷۸ 
اہ ااه 
+ 


سا 


5 
3 
سا ها 


یکافی 


و خاصة 1 > wı‏ 


نون رز یہ 
۸ 
۸ 


۸ 


مته : الخاصية محققة من اجل 8+1 
من أجل کل عدد طبيعي غبر معدوم 5 فان [1 : 0] © ونا 
0 - جملا > ۷+۱ 


١اا‏ ی 


11) لنمثل شجرة السحب كما يلي : 


1 سم 
12 


درا 


الکیس ۸ 


6/10 = 3/5 4/10 - 5 


1 


2 ہنا هو احتمال السحب من الكيس ۸ في السحبة رقم ظ 
البرهان بالتراجع : لتكن الخاصية ري بل من أجل (1 : 0{ - n > IN‏ 


من أجل 2= 1 لدینا 


۷ 


د١ہ‏ دای 


> ونا من أجل ۸<2" 


2 
۶ 
۳ اہ ذد اہ 
3 
2 5 


Un] >‏ ؟ 


سای 
عابي 


نمیز حالتين كمايلي : / 1 3 6 
الو (1 +0) في الكيس ۸ هو 00 


السحب رقم 8 من الكيس 33 إذن : احتمال أن يكون السحب (8+1) في الکیس ۸ هو (ون- 1) ل =( 1) 


7 
1 
۱ 
1 
چ‎ 
Ê 


تی 
ک5 
4 
سای 


۱ 

دی | ی دا | ی نم | مه 
ع چ 
0 ۹ 


سا من سا ها تست | نا 


خلاصة : من أجل كل (1: 0) - 121 © 5 : + بين کے 


3- 1/3 ,نا 1133 (حسب السؤال (3) من الجزء 1 ) 
مہ + ج- 10 


لأن (منا) هي المتتالية المعرفة في الجزء 1 من التمرين . 


ےج 
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التمرين - 13 
۵ و 8 لاعبان یتباریان في اللعبة التالية : 

في البداية يدفع كل من اللاعبین مبلغ 110۸ و يرمي کل منهما قطعة نقدية غير مزيفة تحتوي على وجه ۴ و ظهر ۳ 
إذا حصل ۸ على الوجه و 8 على الظهر تتوقف اللعبة بفوز 4 الذي يأخذ المبلغ المدفوع (1 +1) 

إذا حصل ۸ على الظهر و 8 على الوجه تتوقف اللعبة بفوز 8 الذي يأخذ المبلغ المدفوع (1+1) 

في الحالات الأخری یعتبر تعادلا و عليه یدفع اللاعبان مبلغ 04 1 ثم یبدآن من جدید رمي القطعة النقدية و هكذا تستمر 
اللعبة حتی یفوز أحد اللاعبین أو يحدث التعادل في المرة العشرین حیث کل لاعب يستعيد المبلغ الذي دفعه 

من أجل کل عدد طبيعي ١‏ حيث 20 > > 1 نعرف الحوادث التالية : 

وھ : اللعبة تنتهي في المحاولة 2 بفوز 4 

,8 : اللعبة تنتهي في المحاولة « بفوز 8 

م1 : المحاولة 7 هي تعادل 

تضع X, = P(4,)‏ ؛ ,)۷۰۱۶۲ ؛ ,)7-۳ 

1 احسب ,× ۰ ۰۷۱ 71 


2 - برهن أن من أجل کل عدد طبيعي 7 حیث 19 > 15 : 


3- استنتج أن من أجل كل عدد طبيعي 2 حیث 20 > هك 1 : 


4 - لیکن 1 المتغیر العشواني الذي يعبر عن مبلغ اللعب أثناء المحاولة التي تنهي اللعبة أي المبلغ الذي بحصل عليه الفانز 
أو المبلغ الذي یتقاسمه اللاعبان في حالة انتهاء اللعبة بتعادل . 
8 توقفت اللعبة في المحاولة 1 یکون عندها 1 22 ]7 
1 - ما هي أكبر قيمة ممكنة ل 1 ؟ 
2- أحسب (40 = ۲)١‏ 
. احسب (1 2 -'7)1 بدلالة 1 حيث 1 عدد طبيعي و 19 > 1 > 1 ثم عين قانون احتمال المتغير ۲ 
KE‏ 
1- عند رمي اللاعبين ۸ و 8 القطعة النقدية لدينا النتائج الممكنة كمايلي : 


منه النتائج التالية : 


( حالتين للتعادل حسب الجدول) 


2 - لتکن الخاصية 2 Xn = Û‏ 
BZ,‏ < بل من اجل, 19> م > 1 
1 
اس پر2 
البرهان بالتراجع : 
لدینا : X= Zı X= 3 P(l)‏ 
4 4 
1 ۲ 1 
PÛ‏ ع از 2 حول 
01 4 يي ھی 
1 ۳ 
Z2= 2 2۱ 222 1 Pa‏ 


نفرض أن 2 4 = اما و کر ربولا و 2-2 من أجل 18 15> 1 


4 
87 اک ۳ 
هل و 2 = Xa‏ ۲ برع Yq‏ ۱ 2سك2 ؟ 
4 4 2 
۶۶+ ص = .2 1 سی پل 
۹ ۳1 
( رل َ -ییییا لا أي سم = Yaa‏ 
1 
Pn)‏ 3 حور 2m‏ حوم2 
منه الخاصية صحيحة من أجل 1 +1 
نتيجة : من أجل كل عد طبيعي 8 حیث 19 کم > 1 : م2 Û‏ = لا 
#۳ یلا 
,12 =2 
3- ,2 1 بسن : (2) مقلیة منتسية مها 1/2 و حدها الأول 1/2= ب2 مته"( )3 <2 


آي ")1 ( =2 
د E OE (۵ OE‏ 
۷و دی یہ و = 0 
+1 _ 01۱201۱۳-1 161۱۳۰ - 
وی یئ ور 
11) 1 - يكون ۲ أكبر ما يمكن إذا و فقط إذا انتهت اللعبة بالتعادل بعد 20 محاولة أي 20 -]] منه 1-40 
2 یکون 40 < 7 (قيمة عظمی) إذا و فقط إذا كانت نتيجة الرمیةً 19, هو تعادل أي )1( >2 -(40 - ك۶ 


527 
5 

1 
N 
0 

۱ 


3 من أجل 19> )> 1 یکون 21 >7 إذا و فقط اذا كانت اللعبة قد انتهت بعد 1 محاولة 
أي !ما فوز 4 أو فوز 8 
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منہ: () = اکر )د )4(1 (ل) سو ورعو 0-2« 


نتيجة : القیم الممکنة ل 1 هي 38:40 .... زع 2 : ....... :24:6 


منه قانون الاحتمال للمتغير العشوائي 1 هو كمايلي : 
CIEE E 01 38 40‏ 21-4 1 
P(T=T) | 12 | )1/2( | (12) [2) (12 ] )1/2 |‏ 


حني شوت هه ای ی المجموع 
1 1 2 1 
)+ 239 سك + CFG)‏ يساوي 1 


۱) 


ة قریصات مرقمة من 1 إلى 10 . نسحب منها 3 قریصات في آن واحد 
عدد الحالات الممكنة للحصول على رقم زوجي واحد على الأقل هو : 
(e 330 0‏ 110 


الارقام الزوجية هو 5 و هي (10:8:6:4:2) 

ل على رقم زوجي غلی الأقل هي الحادثة العكسية للحادثة کل الارقام فردية منه عدد الحالات الممكنة هو 
10-18- 63-01-2120 

2 : الجواب الصحیح هو ) 110 

و 8 حادئتان من فضاء احتمالي حيث : 

۳۵۸۱ (2 0,35 + 0٥ر‎ ۶0,5 ۰ 2)4(- 0 


قيمة الاحتمال (8 0 ۲)۸ هي : 
0 0,25 ©) المعطیات غير كافية للجواب 


P(AUB)=1-P(AU‏ عنه: ‏ (8لاح)ط-0,35-1 
أي : ۱5 = B)‏ لا P(A‏ 
أي 65 = P(A U B)‏ 
که أحراف :: P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A NB)‏ 
أي : (8 0 P(A‏ = 0,5 +04 - 0,65 
منه : 5 - 0,9 > P(A 0 B)‏ 
ای 5 = B)‏ 0 ۳)۸ 


: الجواب الصحیح هو ) 0,25 


| ا‎ 
0 
2 
E 
3 


۱۷۷۷۷۷۷۹۹۷۷۷۱۱۱۱ 


سلسله هباج 


التمرين ‏ 16 
۸ و 8 حادئتان من فضاء احتمالي حیث 1/6( ۶)۸ و 1/4= (۳۸)8 ۰ هل (۳)۸ يساوي 
(e 1/24 (b 2/3 (a‏ 1/12 
الحل ‏ 16 
A ^B)‏ رمرم منه : 1 رم 
Pa(B) P(A)‏ 
أي گلا = رمم 
1/4 

1 4 1 

أ کو - رهم 

(A) 6 27 ي‎ 

2 ١ 

أي ره 
نتيجة : الجواب الصحیح هو ۵) 2/3 ۰ 
التمرين ‏ 17 
× متغير عشوائي قانون احتماله كمايلي : 

Xi 1 24‏ 
P(X =X), | 1/2 ۱ 1/4 | 1/4‏ 
هل الانحراف المعياري ل × هو : ۾ 3 3 6 2 
الحل سب 17 
1 1 1 1 1 
J) +4) (== + = +1-2‏ =(2 = دونع 
رہ رر -00 
21-3 دوه + رو و کر )4 9ئ 
2 2 4 4 3 
2- ۵9 ات 
الجواب الصحیح هو 2 
2 
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سلسلة هباج 
۱ قوانين الاحتمال _ .. ۳( 
٠ 1‏ قانون برنولي 


1311101. 


نسمي تجربة برنولي کل تجربة عشوائیة ذات مخرجين متعاكسين فقط 8 و 5 حیث احتمالهما على الترئیب م و (-1 
مع 1 > م 0 و عليه فان قانون برنولي هو المتغیز العشوائي × سرت كمايلى :|( 2 إذا تحقق المخرج 8 
قانون برنولي : 20 إذا تحقق المخرج 5 

x 1 | 0 
FE EDE رج با تھے‎ 
E(x) = 1(p) + 0(1 - م > زم‎ 


“زم - 0)(م- 1( + “زم - 1)م = Var(x)‏ 
=p +p)‏ ۱( - 2)1 < 


م يسمى وسیط × 


ملاحظة : 


2 (۳- ۲0۱ < 
قانون ثنائي الحد ۱ Nir‏ 
| لتكن تجربة برنولي ذات الوسیط ‏ و المخرجین 5 و 8 ۰ 
لدینا إذن المخطط على شجرة ذات ورقتين ۰ 8 و 5 التالي : 5 5 
| عند القیام بهذه التجربة 0 مرة مختلفة تحصل على الشجرة التالية ذات "2 ورقة متناؤبة على الترئیب ٩‏ و 8: 
8 کے ہے ۴ 
چا ےت نی 
5 5 
Si :‏ 
8 5 5 
نر ۷ 3 / N:‏ 
کی ۲ ۳ ۲ 1P‏ /۳ +1 
1 / ۱ 


لاحظ أن من أجل 3 >8 لدينا 8 =2 اوراق متناوبة على الترتیب 5 و 5 

اذا اعتبرنا × متغیر عشوائي يعبر عن عدد مرات تحقق المخرج 8 بعد تکرار تجربة برنولي 2 مرة فان القيم الممكنة ل 

< هي 0 :1۳ ھتوی .و و نبرهن أن من أجل كل عدد طبيعي 1 حیث > 1 > 0 

فين *"(م- "م 6 206-10 

مثلا : في التجربة السابقة أي 3 = م لدينا : 

من أجل 1-2 ٠:‏ (م-1 م 3 (م- 1)ثم + (م- 2۱ + =p)‏ 1)"م = )2= p(X‏ 

و من جهة آخری : p)‏ - 1ات 3 =2 ”زم مام C‏ 
(أنظر الأغصان المضاعفة في الشجرة) 

نتيجة : حسب قانون احتمال المتغير العشوائي فان : 1 0610م 2 
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سلسله هباج 


3 3 
أي>: (کوں "رم -1+م) ۴۳ - رود 
نقول أن المتغير × یتبع قانون ثنائي الحد بالوسيظين 2 و 2 
تعريف : 
نقول عن متغير عشوائي أنه يتبع قانون ثنائي الحد بوسيطين م و م اذا کان × يأخذ قيم عدد مرات تحقيق المخرج 5 
لتجربة برنولي المكررة 0 مرةو نرمز له بے (م:8)0 ? × 
نتائج دون برهان : 
8 عدد طبيعي غير معدوم و م عدد حقيقي من المجال [0:1] 
× متغير عشوائي يتبع قانون ثنائي الحد (م : صاظ 5 
من أجل كل عدد طبيعي ۲ سکیٹ > 0>۸ فان 0( 07 €= دعم 
مم 800 
(م-1)مم = Var(X)‏ 
نشاط : 
نرمي 8 مرات زهرة نرد غير مزيفة ذات 6 أوجه مرقمة من 1 إلى 6 
ليكن × المتغير العشوائي الذي يأخذ كقيمة عدد مرات الحصول على رقم مضاعف للعدد 3 
1- هل X‏ يتبغ قانون ثنائي الحد ؟ في حالة الاجابة بنعم حدد وسيطيه P gyn‏ 
2 - عين الأمل الرياضياني ()5 و الانحراف المعياري 6000 


3 ما هو احتمال الحصول على 4 مرات مضاعف 3 

4 - ما هو احتمال الحصول على 7 مرات على الأكثر مضاعف 3 

5 نرمي الآن زهرة النرد 0 مرة حيث 2 < . ما هو احتمال الحصول على مرة واحدة على الأقل على مضاعف 13 
ما هي أصغر قيمة للعدد الطبيعي ×ط حتی یکون هذا الاحتمال اکبر من 0,999 


الكل . 

1 - عند رمي زهرة النرد فإن المخارج الممكنة هي ا و یہ وي 676۳5۳6 
لنعتبر الحادثة 5 : الحصول على رقم مضاعف 3 منه 2-4 2 درم 
إذن الحادثة 5 هي : الحصول على رقم ليس مضاعف 3 منه = 4 -رقم 


نتيجة : المخارج الممكنة للتجربة هي 5 و 5 باحتمالين هما على الترتيب 1/3 > م و 2/3 -م-1 
منه : بتكراز هذه التجرية 8 مرات و اعتبار المتغير × يعبر عن عدد مرات الحصول على رقم مضاعف 3 هو 
نفسه عدد مرات الحصول علی المخرج 8 منه × يتبع قانون ثنائي الحد )1/3 ; B(8‏ 
أي وسیطیه 1/3 ->م و 8-8 
2 - حسب خاصية قانون احتمال ثثائي الحد فان : 
با 
)2 = زم- 0ج =n‏ ۷۵:00 
دومع و += ا = 
3 احتمال الحادثة : الحصول على 4 مرات مضاعف 3 : 
0 16 , 1 م2 رب 1 87*6۷5 4 
0 16 رل ےت 00010020 NDE pJ‏ 
RT 4( < EG =p) 4232 C332 81 81 6561‏ 
4 احتمال الحادثة : الحصول على 7 مرات على الأكثر على مضاعف 3 
هي الحادثة العكسية للحادثة : الحضول على 8 مرات على مضاعف 3 منه 
0 ےہ , 1 


8 
78 1( 1 دام -] ع ثرم- )ثم 1-0 (8 < 1-006 
P )5( 22‏ (.--1) مو p(‏ 


) 


نتبحة + 


2 
3 
3 
3 


الاحتمال هو : 
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5 - الحادثة : الحصول على مرة واحدة على الأقل على رقم مضاعف. 3 .هي الجادثة 
العكسية للحادثة : الحصول على کل الارقام ليست مضاعفات 3 أي 1-0 


منه الاحتمال هو : ۱-۳0-0۱۵۱ 


تیجة : 0,9 <"( 2 )-1 ۳ 2)< 1-0999 


n In)‏ > (0,001)ها 

„ 10)0,001( 

10)2/3( 

n> 17,03 تکافی‎ 

نتيجة : آصغر قيمة ل ١‏ حتی یکون احتمال الحصول على الاقل على مضاعف 3 أكبر من 0,999 هي 218 7 
1 . قوانین الاحتمال المستمرة 
تعریف (1) 
f‏ دالة عددية معرفة على مجال [9 : ۵] حیث 9 >8 
نقول أن ۶ هي دالة كثافة احتمال على المجال [9 : ۵] إذا وفقط إذا تحققت الشروط التالية : 
(1) ۴ مستمرة على [8:6] 


(2) + موجبة على [8:6] 
b‏ 
)3( 1001-1 [ 
تعریف (2) 
× متغير عشوائي يأخذ قيمه على المجال [ :8] حيث ۵ و قانون احتماله . 
تقول أن قانون الاحتمال ۲ يقبل ۶ دالة كثافة إذا و فقط إذا كان من أجل كل عددين حقيقيين » و 8 من المجال [ط : 2] 


حیث » < 8 فان 101 = (0 > pa sX‏ 
خواص مباشرة : 


افی 
تکافی 5 3 ) > 0,001 
تکافئ 


p(X رہ > لا > مام = زہ‎ = f RD 01-0 
p(a > X < 8) = p(a > X > 8) = »)م‎ > X < 8) = »)م‎ > X > 8) 
b 


۰۱ از >00ظ 
مثال : 2 
اعد حقيقي و ۶ دالة معرفة على لمجال [1: 0] ب و ا کی 
3 
1 - عین 833 حتی نکون ؟ دالة كثافة احتمال على [1 : 0] 
2 لیکن × متغیر عشوائي معرف على [1 : 0] و الذي قانون احتماله م يقبل الدالة ۶ كدالة كثافة احتمال 
أحسب (1/2 > )م ؛ (1/2 < )م ؛ (1/2 >> 1/3)م 


ش2 : ۶ موجبة على [1 : 0] 


۶ : مستمرة على [1 : 0] اذن : الشرط ش, محقق 
2 ۶ موجبة على [0:1] إذا و فقط إذا كان 0 < هد لان 0< 04-1 [ 


: الشرط شر محقق إذا و فقط إذا كان 0<" 


1 - نکون ؟ دالة كثافة احتمال على المجال [1: 0] ی ۶ مستمرة على [1 : 0] 
سد 


الشرط شد یکافیئ 
×0+۴ 


f) dx‏ ا (172 > > 1/3)م 
13 


2 1 
یکافی اا ا د 
بح 2 هم لو 
m EF‏ 
یکاقی پر لق 2 
ج د +1 نے 
يكافئ 1= xJ}‏ + 00] 2 
یکافی 1= ])0 +1001 -(1 + [nd‏ 
یکافی 9812-1 
ك 
یکافی 23 2 ما 
E;‏ 
یکا ف m=‏ 
In2 2‏ 
ہما آن 0< حك فان قيمة « تحقق الشرط شد 
نتيجة : قيمة 17 حتی تکون 7 دالة كثافة احتمال هي اه « 
n‏ 
2 
منه و 33 > (1 
x) 2‏ + 1) : 
2 )1/2 > 2 > 0)م - (1/2 > p(X‏ 
12 
f(x) d x‏ 2 
در 12 
چ 2 ل - 
In 2¢ 1+x‏ 
رد 7ے 
م[( + نمل n2‏ 
1 ۱ ڑچ 
+ )ما رط + هاگ = 
n(1 + 0)]‏ 7 او 
(9/8)ھا _ 
2 
109-28 ے 
In 2‏ 
2هلة ‏ 3ھا2 _ 
In2 In2‏ 
3ا2 
2 
0,169 = 
p(X 12(‏ 1= )12 < 2006 
1-69 < 
1 - 12 
2 12 
وى 3 9 
عو 1 122 


2 
2 آرث× + 5)1(] 5 


یک جو ۷ 3 
سے +( + سای 
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سلسلة هباج 


9 
۱۳ (۳ (( 


9 
رق یگ )15 


1 . قانون التوزيعات المنتظمة 
تعريف : 
× متغیر عشوائي يتبع قانون احتمال 0 يقبل دالة كثافة ] على المجال [8:0] حیث >2 
نقول أن × يتبع قانون توزيع منتظم على [8: 2] إذا و فقط إذا كانت ۴ دالة ثابتة على المجال [5: 8] 
نتائج مباشرة : 
۴ دالة ثابتة على [8 : 8] إذن : من أجل كل × من [5: 8] فان 12> (0] حيث 11 ع 1 

b 

] 1041 
0 


b 
j kdx=1 
۳ 
)<[ 21 
kb-ka=1 
k(b a) =1 


k=‏ لان طح 
f(x) =‏ 
ذن : من أجل كل عدد حقيقي 0 من المجال [ٹا :2] فان : 


۳ 
1 1 a 

(X > 0( = وام‎ > <a) = | dx = [x] = 

0 کا 


5 
الأمل الرياضي : 0 
من تعریف الامل الرياضي : ۲۱ | - ۶۱۵ 


مثال : نختار عشوانیا عددا حقيقيا من المجال [6 : 4] 


ما هو احتمال أن یکون هذا العدد : ۸) محصو بين 2 و 


شلسلة هباج 
8 ابر من 36 
الحسل : لیکن × المتغیر العشوائي الذي يرفق بکل اختیار قيمة العدد. المختار من المجال [6 : 4] 


1 

سے 
نایم 

۳ 

تسا 

یچ 
3 5 


۷. القانون الأسي : 
تعریف : 

نقول أن المتغیر العشوائي × يتبع القانون الاسي ذو الوسیط .3 إذا و فقط إذا كانت دالة كثافة احتماله هي الدالة ‏ المعرفة 
من أجل کل عدد حقيقي × من المجال ]هه + : 0] بالعبارة “.7= (×]1 حیث .3 عدد حقيقي موجب تماما . 


نتانج : 
1 لیکن ]م + : 610 0 إذن : p(X > 0( < 000 > 26 <a)‏ 
هت E(X) = lim Î xf) dx‏ 
0 + چ 
جع 2( ] =lim‏ 
0 مه + ج ۴م 


3 
لنحسب بالتجزتة : 6۶۲0۶ 12 =1 


9 
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(21 ۲ رم‎ UR 
ع 22 ۷0۵ دج دی‎ 


]- ]- [7 + لی ا‎ dx 
0 


مثال : × متغير عشوائي يتبع قانونا أسيا وسيطه 2 
عين 7 علما أن 2/3 =(50 < 20 
الحل : دالة كثافة احتمال المتغير العشوائي × هي ۸=( 
: ع - 1 > (50 ×)م حسب النتائج المباشرة من الدرس 
p(X > 50(-1- 2 > 50(‏ 
"تم - p(X < 50( > 1 - (i‏ 
P(X > 50( 2 3‏ 
نتيجة : 2/3 -(50 < )م یکافی ۰ 2/3 اي 


یکافی ()502-۳- 


EEE 
یاف ( )۸ا ديه‎ 


يكافئ n)‏ = لان ( )ماد ( )ما 


تطبیق : 
نعتبر زمن انتظار الزبائن أمام الشباك في احدى الادارات کمتغیر عشوائي × بالدقائق و يتبع قانون أسي بوسيط . 
' حيث 0,08 < 2 
1 - ما هو احتمال أن ینتظر شخص ما مدة أقل من 10 دقائق 
2 - ما هو احتمال أن ینتظر شخص ما مدة أكثر من 30 دقيقة 
3 - ما هو معدل زمن الانتظار آمام هذا الشباك ٠‏ 
الحسل : 
× يتبع قانون أسي ذو الوسیط 0.08 = ۸ اذن : دالة كثافة احتماله هي 3و 0,08 = (10 
و من أجل كل » من المجال ]مه + : 0] فان :, 1-۳ (0 »)م 
منه النتانج التالية : 
5 80م _ 1> (10 > 200 
2-1-8 
0,550 > 
إذن احتمال أن ينتظر شخص ما مدة أقل من 10 دقائق هو 0,55 


p(X > 30) > 1 - p(X > 30) 
= 1 - )1 _ 9880 


٥۸0‏ ے 


إذن : احتمال أن ينتظر شخص ما مدة أكثر من 30 دقيقة هو 0,09 
3 - معدل زمن الانتظار هو الامل الرياضياتي للمتغیر × 


لیے جو ور کا ری 
0.08 


منه : معدل زمن الانتظار هو 12,5 دقيقة (12 دقيقة و 30 ثانیة) 
۱ تمارین الكتاب المدرسي 


التمرين ‏ 1 
في امتحان شهادة بكالوريا كانت نسبة النجاح 96 40 
من بين 5 أصدقاء مترشحين › ما هو احتمال الحوادث التالية : 
) أن لا يكون أي ناجح 
8) أن ينجح واحد فقط 
©) أن ینجح إثنان فقط 
0 أن ينجح على الأقل إثنان 
5) أن ينجح الأصدقاء الخمسة 
الحلبيك 1 
تجربة اختيار مترشح ما لها مخرجين فقط هما : 
2 


1 : النجاح باحتمال ج - 3 < 4090 p=‏ 


5 : عدم لنجاح باحتمال 3 > 2 -1 -م- 1 


إذن : بتكرار هذه التجربة 5 مرات نعتبر المتغير العشوائي × الذي يعبر عن عدد المترشحين الناجحين من بين الخمسة 


أصدقاء 2 
منه × يتبع قانون ثنائي الحد وسیطیه 755 کان 
و عليه النتائج كمايلي : 
1 
p(X =0) = C, p(1 - (۴ = (3 (22 7‏ - رهام 
3 
p(X ۱ 0-۳-5 )3 (> = 0 08‏ - رظام 
ع( کے ۳ ۳ 3 = =p)"‏ لاثم = )2= p(X‏ - (2)0 
p(D) = p(X > 2( 0‏ 
(2 )0 - 1 < 
[p(X = ۱( + p(X - 0([‏ - 1< 
]ند 35 2 
25 . 625 
0+3 ی - 
315 
2 
جے 1 
: ھک ے 2[ I SSE O‏ 
(E‏ 0 (۶) "زم - 1( P(E) = p(X < 5( - C, p‏ 
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گے 
آلتمرین # 2 
عائشة ٠‏ فاطمة و خديجة ثلاث صدیقات ترشحن لامتحان شهادة البكالوريا بحظوظ مختلفة حسب مجهودات كل منها طوال السنة 
الدراسیة . 


۳1 كانت احتمالات تجاح کل منها هي 0,25 (عائشة) و 9 (فاطمة) ۰ 0,45 (خدیجة) 
آحسب احتمال الحوادث التالية : 

۸ : تنجح الصدیقات الثلاثة «عا . 

واحدة منهن على الأقل . 

3 صدیقتان فقط . 

0 : تنجح صدیقتان فقط من بینها فاطمة . 

2 [ 

نرمز ب 0 إلى الرسوب و 1 إلى النجاح 

منه الحالات الممكنة هي كمايلي : 


الاحتمال الحادثة | خديجة | فاطمة | عائشة 

0 0 2 0,75 x 0.1 x 0,55 2 5 

0 1 b 0,75 x 0,1 x 0.45 = 5 

1 0 3 0,75 x 0,9 x 0,55 75 

1 d 0.75 x 0.9 x 0.45 = 5 

0 0 6 0,25 x 0.1 x 0,55 2 5 

1 1 2 0,25 x 0.1 x 0,45 <2 5 

1 0 8 0,25 x 0,9 x 0,55 - 5 

1 h 0,25 x 0,9 x 0,45 = 0,10125 


لاحظ أن احتمال رسوب عائشة » فاطمة و خديجة هي على الترتیب 0,75 ؛ 0,1 ؛ 0,55 
منه النتائج التالية : 
الحادثة ۸ توافق الحادثة ظ 
منه : 0,10125 = (ط)م = p)A)‏ 
الحادثة 8 توافق الحادثة 2 (الحادثة العكسية للحادثة و لا ناجحة) 
منه : 0,95875 = 0,04125 - 1 > (م)م - 1 > p(B) = p(a)‏ 
الحادثة © توافق الحوادث : (ع :1 ;4) 
منه : (قام + هم + p(C) = p(d)‏ 

= 0,30375 + 0.01125 + 5 

< 75 

الحادثة © توافق الحوادث (ع :48 
منه : 0,4275 = 0,12375 + 0,30375 > p(D) = p(d) + p(g)‏ 
التمرین س 3 
نرمي زهرة نرد متوازنة 4 مرات متتابعة 
1- احسب ‏ احتمال أن یکون عدد مرات ظهور رقم زوجي يساوي عدد مرات ظهور رقم فردي 
2 - أحسب "م احتمال أن یکون عدد مرات ظهور رقم زوجي أكبر تماما من عدد مرات ظهور رقم فردي 
3 - أجب عن السؤالين (1) و (2) من أجل خمس رمیات متتابعة 
4 - اجب عن السوال (1) من أجل ١‏ رمية منتابعة (5 <) 
1 -3 
عند رمي زهرة النرد لدينا مخرجين فقط هما : 


5 : الحصول على رقم زوجي باحتمال 


8 : الحصول على رقم فردي باحتمال ۰ 3 = ل -1 > (5)م 
1 - إذن : عند تكرار هذه التجربة 4 مرات نعتبر المتغير العشوائی × الذي يغبر عن عدد مرات الحصول على رقم زوجي 


ہے 


2)8( - 


سر 
1 
سنا 


نالوم 
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إذن :_ × يتبع قانون احتمال ثنائي الحد بوسیطین 4< و بت 

عدد مرات ظهور رقم زوجي يساوي عدد مرات ظهور رقم فردي 

إذن : 2= کک 

4 5202212-13 
ی کل ال ال 


2 عدد مرات ظهور رقم زوجي أكبر تماما من عدد مرات ظهور رقم فردو KAK‏ 
منه : (2 حم ے ام 
)4= )0 + (3< 06 < 


- (۳ ( ۳ 


1 1/1 
=+( ) =)4= 
16 1 ) 
3 
3 عند إعادة التجربة 5 مرات فإن : 
لا يمكن الحصول على عدد مرات ظهور رقم فردي يساوي عدد مرات ظهور رقم زوجي لان عدد الرمیات هو 5 
آي فردي 0ء 2) 
منه : 0 > مز 
یکون عدد مرات ظهور رقم زوجي أكبر تماما من عدد مرات ظهور رقم فردي آذا و فقط إذا كان 22-3 أو 2-4 
أو 18-5 
ا (2 <6)م p=‏ 
p(X =3) + p(X =4) + p(X = 5)‏ = 


)ب + ري )1( ۳۳۰۰( - 


4 إذا أعدنا التجربة ١‏ مرة نميز حالتين كمايلي : 
الحالة الأولى : 2 زوجي إذن : 21 >2 حيث *×] > k‏ 
إذن : =k)‏ )م < 2 


۴۔ k‏ 0 
FG)‏ 
"( )= حي ۲-۳2 
الحالة الثانية : ١‏ فردي إذن : 1+1 2 >8 حيث *۸] > 1 


في هذه الحالة لا يمكن أن يكون عدد مرات ظهور رقم زوجي يساوي عدد مرات ظهور رقم فردي 
لان عدد الرمیات فردي منه 0 >[ 


التمرين ‏ 4 
في احدی المسابقات یطرح على المترشح سؤال مرفوق بثلاث أجوبة مقترحة و احد منها فقط صحيحة . فيقدم المترشح إجابة 
عشوائية و دون تفكير . 


1 - ما هو احتمال أن تکون إجابته صحيحة . 
2 - المسابقة مكونة الآن من 5 أسئلة من الشکل السایق . 
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آحسب احتمال الحوادث التالية : 
: يقدم المترشح إجابة صحيحة عن 3 سئلة . 
: یقدم المترشح إجابة صحيحة عن 4 أسئلة . 
: يقدم المترشح إجابة صحيحة عن 5 أسئلة . 
3 إذا كان النجاح في المسابقة يقتضي الاجابة الصحيحة عن 3 أسئلة على الأقل . فما هو احتمال نجاح هذا المترشح الذي 
يعتمد في الإجابة على الطريقة العشوائية . 
الخسل - 4 
1 - تجربة الاجابة العشوائية على سوال له 3 اختیارات لها مخرجین 
دس با © الجواب صحيح و احتماله 3 = p(S)‏ 
8 : الجواب خاطی و احتماله 2/3-(2)8 
نتيجة : احتمال أن تکون الاجاية صحيحة هو 1/3 
2 المسابقة مكونة من 5 أسئلة 
إذن : بتكرار التجربة 5 مرات نعتبر × المتغير العشوائي الذي يعبر عن عدد الأجوبة الصحيحة منه × يتبع قانون 
ثنائي الحد وسيطيه 5 >2 و 1/3 > م من النتائج التالية : 
)کی CE‏ 
0060-27 000 در O‏ 
10 2 1 2 و :ا 
تم ری کے لخ )5 = = = 0ب اب 3( > (ط 
وه - E E CCD (GD‏ 
1 15 کال E‏ 
= () :0 (5 00 (60) 
a CE‏ ی سر 
3 احتمال الحصول على 3 أجوبة صحيحة على الأقل أي 2-3 أو 2-4 أو 5 =× منه : احتمال النجاح هو : 
p(X =4) + p(X =5)‏ +(06-3م < و 
ا و ان 


3 243 24 7 
له له بو 


1 243 
ملاحظة : في هذا التمرين اعتبرنا أن التلميذ يجاوب |جباریا على السوال أي دائما يعطي اقتراح سواء كان صحیح أو خاطی . 
التمرین - 5 
يحب رشيد صناعة النكت لكنه للأسف لا يوفق أحيانا في تشكيل نكتة مضحكة حيث احتمال أن تكون نكتته مضحكة هو 0,05 
إذا علمت أن رشيد يشكل نكتة كل يوم . أحسب احتمال أن يشكل نكتة مضحكة في : 5 
۸) أسبوع 8) شهر (30 يوم) ١‏ 6 سنة (365 يوم) 
الحصل ب 5 
تجربة رشيد في تشكيل نكتة لها مخرجين فقط هما : 
5 : النكتة مضحكة باحتمال 0,05 - م 
5 : النكتة ليست مضحكة باحتمال 0,95 1-0 
منه : تكرار هذه التجربة 5 مرة و اعتبار المتغير العشوائي × الذي يعبر عن عدد النكت المضحكة التي شكلها رشيد بعد 
تكرار التجربة 7 مرة (أي ‏ يوما) فان × يتبع قانون احتمال ثنائي الحد وسیطیه 2 هو عدد الأيام و 20,05۰ 
منه النتائج التالية : 
1 احتمال الحصول على نكتة مضحكة في أسبوع (7 > 0) 1 
x 0,05 x )0,95(“‏ 7 = 0:05(۳)۵,95(۴) ب >1 جهنم 
2 - احتمال الحصول على نفتة مضحكة في شهر (30 > 2) ۱ 
x 0,05 x )095(۳‏ 30 = 0:05(۳)0,95(۲) 6 (1 < تام 
3 - احتمال الحصول على نكتة مضحكة في سنة (365=ه) 
0,95( < 0,05 × 365 = ردو 003 =1 p=‏ 


نرمي قطعة نقود متوازنة م مرة 
ما هو أصغر عدد من الرميات: اللازمة حتى يكون احتمال الحصول على وجه واحد على الأقل أكبر تماما من % 98 
111 


سلسلة هباج 


الحل - 6 

تجربة رمي القطعة النقدية المتوازنة لها مخرجين فقط هما : 
5 : ظهور الوجه ۴ باحتمال 1/2 

5 : ظهور الظهر ۶ باحتمال 1/2 

باعتبار اعادة التجربة « مرة و المتغیر العشوائي × الذي يعبر عن عدد مرات الحصول على الوجه ۴ فان × يتبع قانون 
احتمال ثنائي الحد وسیطیه مق 1/2 

منه : احتمال الحصول على وجه واحد على الأقل هي الحادثة العكسية للحادثة 0 < × 
منه الاحتمال المطلوب هو : (0< )م -1 


أي : ۳-۱-۳( )۳( )۱-0 

نتيجة : 2۸ "(4)-1 یکافی "() <90 ۱-98 
یکافی "(1)< ۱-098 
یکافی ۳( ) > 0.02 
یکافی ( )ا 1n(0,02) > n‏ 


یکافی 2 مام - < (18)0,02 
(18)0,02 
0 -< 


بکافی 2 
و (0,02) صا - 7 
ES‏ لا ا 
یکافی 4 n>‏ 
يكافئ n>6‏ 
خلاصة : أصغر عدد من الرميات اللازمة هو 6 رميات . 
التمرين 7 
إليك الشکل المقابل : 


نضع عشوائیا نقطة على هذا الشکل 
احتمال أن تکون النقطة في جزء ما من الشکل هو نسبة مساحة هذا الجزء إلى 
مساحة المربع بأكمله . 
]) 1 - اسب ()2 احتمال أن تكون النقطة على القرص ذو المساحة 0[ 
2 آحسب (72)57 احتمال أن تکون النقطة على الجزء ذو المساحة ,5 
11) لتكن القیم التقريبية التالية : 
p(D) = 0,008‏ 
p)5»( = 5‏ من أجل }7;8 ;6 ke(1;2;3;4;5;‏ 
نعتبر اللعبة التالية : 
إذا كانت النقطة على القرص ( نربح المبلغ 48 10 
إذا كانت النقطة على أحد الأجزاء ,8 نربح KDA‏ مع ke{l;2;3;4;5;6;7;8}‏ 
إذا كانت النقطة تقع في المنطقة ۸ الملونة نخسر ۸ 4 
نرمز ب × للمتغير العشوائي الذي يعبر عن المبلغ المحصل عليه 
1 - أحسب (8)م ثم الأمل الرياضياتي للمتغير × 
2 - نلعب مرتين متتابعتین و بكيفيتين مستقلتین . أحسب احتمال الحصول على مبلغ موجب أو معدوم 
3 - لیکن 7۰ عدد طبيعي أكبر أو يساوي 2 نلعب 8 مرة متتابعة . 
آحسب الاحتمال ,م للحصول :على نقطة واحدة على الأقل داخل القرص 0 ثم حدد آصغر قيمة ل 7 
يكون من آجلها 0,9 < .م 
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ي 20-400 <20 مقدرة ب صو 
= (0)م حیث (1 هي مساحة القرص (1 . 
لك <(,0)8 حیث ,5 هي مساحة الجزء ,5 
8 
[80)م ال حجري 


=1-p(D) - 8 p(Sx) 
= 1- 0,008 = 8)0,0785( 
= 4 
لدینا قانون احتمال المتغیر العشوائي > كمايلي‎ 
1 2 3 4 3 6 7 8 10 -4 
0,0785 | 0,0785 | 0,0785 | 0,0785 | 0,0785 | 0,0785 | 0,0785 | 0,0785 | 0,008 | 0,364 


مله )4 -(0,364 + (0,008)10 + )8 + 7 + م + 5+ 4+ 3 + 2 + 0,0785(1= E(X)‏ 
16 - 0,08 + (0,0785)36 = 
5 
2 - الحادثة العكسية للحادثة : الحصول على مبلغ موجب أو معدوم هي 
الحادثة : الحصول على مبلغ سالب تماما . و ليكن (0)8 هذا الاحتمال 
الحالات الملائمة لهذه الحادثة هي : (3ر8 : 5212 : 1و5 ; RS,‏ : رق {RR ; RS;‏ 
منه : ںیم [p(R)J + 6 x p(R) x‏ = (8)م 
(0,364()0,0785) × 6 + )0,364( = 
0,034 = 
نتيجة : احتمال الحصول على مبلغ موجب أو معدوم هو : 5 
4 - 1 = (ئ)م- 1 
6> 
3 تجربة وضع نقطة على الشكل لها مخرجين فقط هما : 
5 : النقطة على القرص 1 باحتمال .20,008 (2)8 


5 : النقطة خارج القرص 7 باحتمال 0,992 = 0,008 -1 > (2)5 
إذن : بتكرار التجربة 2 مرة و اعتبار المتغير العشوائي × الذي يعبر عن عدد مرات الحصول على نقطة داخل القرص 
0 فان المتغير × يتبع قانون احتمال ثنائي الحد وسيطيه 2 و 0,008 > م 
25-1 ,۲ 
85-0 - 1< 
"(60)0,008(')0,992 - 1 = 


*(0,992) - 1 = و هو احتمال الحصول على نقطة على الأقل داخل القرص (1 
9 < (0,992) - 1 

1 - 0,9 < )0,992(" 
0,1 > )0,992(" 

In(0,1) < n (0,992)ه1‎ 
In(0,1) 

1In(0,992) 
n > 286,67 5 
72-287 إذن : أصغر قيمة ل 2 حتى یکون 0,9 < 8 هي‎ 


n> 
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التمرين ‏ 8 
يحتوي صندوق على 5 كرات منها 4 سوداء و واحدة بیضاء . 
1) نسحب من الصندوق 6 كرات على التوالي مع الارجاع في کل مرة . 

لیکن × المتغیر العشواني الذي یزفق بکل عملية عدد مرات ظهور الکرة البیضاء . 
1 - عرف قانون الاحتمال للمتغیر × ثم أحسب آمله الرياضياتي و انحرافه المعياري 
1 نقوم الآن بالسحب 2 مرة بنفس الكيفية السابقة . 

لیکن ,× المتغیر العشوائي الذي یرفق بکل عملية عدد مرات ظهور الكرة البیضاء 
1 - عرف قانون الاحتمال للمتغیر ,× ثم أحسب آمله الرياضياتي و انحرافه المعياري 


1 لیکن ,۷ المتفیر العشوائي المعرف ب ۳ = رلا الذي یمثل توترات ظهور القريصة البیضاء 


عرف قانون احتمال المتغیر ,۷ و أحسب آمله الرياضياتي 
الحل ب 8 
عملية سحب كرة من الصندوق لها مخرجین فقط هما : 
8 : الکرة بیضاء باحتمال 1/5 < 
78 الكرة سوداء باحتمال ۰ 4/5 < 1-0 
إذن : عملية سحب ١‏ كرات على التوالي بارجاع هو تکرار هذه التجربة 2 مرة منه النتائج التالية : 
) سحب 6 كرات على التوالي بارجاع إذن 8<6 . 7 
× هو المتغیر العشوائي الذي يعبر عن عدد الکرات البیضاء المسحوبة 
إذن : × يتبع قانون احتمال ثنائي الحد وسیطیه 6 <ظ و 21/5 
منه : 5 > م« ER)‏ 


Var) = n 00 - £ چ‎ 24 


۰0۵-۱۷۵۵0 = 2 2 5 


11) نقوم بالسحب ۸ مرة إذن:: ,المتغير. م6 الذي يعبر عن عدد الكرات البیضاء المسحوبة یتبع قانون احتمال ثنائي الحد 
وسیطیه ×ط و 1/5 < 
منه : 25 E(Xn) =n p‏ 


مر پا <۷۶۴ = on)‏ 
وہ کے 7 Yn‏ 
n n‏ 
بما أن 1/0 ثابت و م2 يتبع قانون ثنائي الحد (1/5 : 8)7 فان حسب الخواص : 
ل -(2)! دومع عو =E(‏ ووم 
ا تج . )مه 1(۶) = (ئد» ل )نلا = Var(Yn)‏ 


25n 
e(Yn) = [Var(Yn) = دك‎ 


التمرين - 9 
م قانون احتمال معرف على المجال [4 : 1] حيث ۶ دالة كثافته معرفة ب كل - (10 (1 عدد حقيقي) 
المطلوب : عين قيمة 1 


الحل - 9 
تکون ۶ دالة كثافة احتمال على المجال [4 : 1] إذا و فقط لذا كان : 


چس 
0ء 1 


+ -۲ منه یگ =( (۶ مستمرة و موجبة على المجال [4: 1]) 
3x 3‏ 


لیکن ص قانون احتمال معرف على المجال [3 : 1-] و ۶ دالة كثافته معرفة ب |15 (10 
المطلوب : قيمة 

10  لحلا‎ 

تكون ۶ دالة كثافة احتمال على المجال [3 : 1-] إذا و فقط إذا كان : 


3 3 
Iklxldx=1 یی أي‎ 
3 -1 k>0 


0 3 
Î klxldx+ Î klxldx=1 
وا“‎ 5 : 
I -kxdx+ | kxdx=1 


۱>[ 1 )2۰۸ ]×۔ 


× متغير عشوائي معرف على المجال [2 : 0] و ۶ دالة كثافة احتماله معرفة ب × صذو ع1 = (100 
1 - عين قيمة »1 : 
22 أحسب (73< 26 


3 أحسب ×8 (1)8 × [ ماذا یمثل هذا التکامل ؟ 
0 


الحل = 11 
1 ۶ دالة كثافة احتمال على المجال [0:7] اذا و فقط إذا كان : 
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۳ 
رت اي Î ksinxdx=1‏ 
۵ مس 0 


5 
أي 991 لا 
١‏ ہت 

أي 1= 1 cos‏ -]1 
اي 0015-32 لظ 


1 
ہے 

1 
ہے 
8 
72 
انع 
۳ 


1 
۱ 
انی 
1 
2 
32 
انم 

3 


Il 


Î xf() dx 
0 
3 
I= | xsinxdx لیکن‎ 
: نحسب 1 بالتجزئة كمايلي‎ 
u(x) =1 / کت‎ u(x) =x 
V(x) > - COSX V(x) = sin x 
7 
I= [- x دده‎ + | cosxd x : اذن‎ 


= - cos 7 + 0 + [sin و[‎ 
E 


3 


التکامل × 4 (×)1 × 1 يمثل الأمل الرياضياتي للمتغير العشوائي 26 أي 3 - 00ط 


12  نيرمتلا‎ 

× متغير عشوائي يعبر عن عدد مأخوذ عشوائیا من المجال [5 : 3-] 

1 - ما هو قانون احتمال المتفیر × 

2 - آحسب امله الرياضياتي (16 

3- آحسب )0< p(X‏ ؛ p(X=0)‏ + (1/3< ام ؛ )4/5 < p(X‏ 

5 12  لحلا‎ 

1 × يتبع قانون توزيع «نتظم على المجال [5 : 3-] حيث دالة كثافة احتماله هي 


3ت سب غعراس اقری ارگ کے = ومع 
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ات )0< 5X‏ 3 -)م - (0 > p(X‏ 
0 
1000 - 
3 
1 
5 اڈ 
ي 
25 - 
8 
X <0)‏ > 0)م = )0= p(X‏ 
0 
I 4×‏ 
0 
0ج 
p(x>1)=p(! ><>5(‏ 
3 5 3 
×6۲ ] = 
1 
رای( اج 
5 
ڈیپ لاے 
ما 
1 1 
هد 
]1 -5]! 
14 - 
24 
2-1 
12 
( 32۶( عم 
4/5 
عد 10 f‏ = 
3 
کو ا 
ات 
EEA‏ 
1 
کے 
40 
ناخذ عشوانیا عددا من المجال [13 : 2] . ما هو احتمال الحوادث التالية : 
۸ : الحصول على عدد أصغر من 10 
8 : الحصول على عدد جزو ه الصحیح زوجي . 
الحل ‏ 13 
لیکن × المتغیر العشوائي الذي يعبر عن العدد المأخوذ عشوائیا من المجال [13 : 2] اذن × يتبع قانون توزیع منتظم على 
ود ہے E TNE‏ 
المجال [13 : 2] دالة كثافة احتماله ۶ معرفة ب جح (10 


منه من أجل كل » و 8 من المجال [2:13] فان لذا كان ۵ > : 
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سلسلة هباج 


8 


1 EM DEG 
0 > > (ق‎ - |—dx= [| = 
2 8) کا ور ہے‎ 
: ينه لنت الکالیه‎ 
ج التالی‎ 
p(A) = p(X > 10( = p(2 > × > 10( = کے تج‎ 
p(B) - 6)م+ (5 > ×× > 4)م + (3 > 6< > 2)م‎ SX > 7( + p(8 > × > 9+ 12)م + (11 >> 10)م‎ >76 > 13( 
SOG 036 
11 11 11 11 11 11 
3 
11 


تفسیر : على المجال ]8 : 8] إذا كان ۵ زوجي فان کل الأعداد التي تنتمي إلى المجال ]0 :8] لها جزء صحیح 
يساوي ۵ أي زوجي 27 8:6 و 1 +0>8) 
التمرين ‏ 14 
1آ متغير عشوائي يأخذ قيم في المجال ]م + : 0] و يتبع قانونا أسيا وسيطه 7 حيث 21 2 
1 أرسم المنحنى البياني لدالة كثافة احتمال المتغير 7 
2 - فسر بيانيا الاختمالين التالیین : (0,5 >'1)م ؛ (1 <:78)01 
ثم أعط قيمة مقربة لكل منهما . 
الحل - 14 
1 - ۲ يتبع قانونا أسيا وسيطه 1 > .2 اذن : دالة كثافة احتماله هي الدالة ۴ المعرفة ب “هع - (*)1 منه المنحنی التالي : 
]م +:0]ء lim fx) 20 ۶ 10(<21 + x‏ 
مه ٣و‏ × 


“ع ۔ > (×)'] اذن : ۴ متناقصة تماما . 


2 التفسير الهندسي : 
۰ )0,5 > ۲ > 0)م - (0.5 > p(T‏ 

05 
- ] f(x) dx 

ول 
j e“dx‏ = 

0 
<8 


حیث ,5 هي مساحة حيز المستوي المحدود بمنحنى الدالة ۶ و محور الفواصل و محور التراتيب و المستقيم ذو المعادلة 


5 =× إذن : (0,5 > ۳0۱ هي مساحة الجزء المخطط ا ا 


p(T < 1( -* ۳ 1)م‎ > 1 sa) 
هه + اجن‎ 


۳ 
×6 ا ارات 
GOT‏ 

×۹ ا =lim‏ 
| مه + جي 

وود 


حیث و8 هي مساحة حیز المستوي المحدود بمنحنی الذالة ‏ و محور الفواصل و المستقیم ذو المعادلة 1 1 و 
المستقیم ذو المعادلة ةح × حیث » يؤول إلى + إذن : (1< )2 هي ساحه الجزء مات مم 
القیم المقربة : 95 
=f 82 - - 6۳3 + 1-64‏ پل کم p(T > 0,5( > J‏ 
sD)‏ ٣م‏ - 21 (1< ۲)۲ 
=1-p(OsT <1)‏ 
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ملاحظة : یمکن حساب (1 < 1)م . بطريقة آخری كما يلي : 
soa)‏ 1 > 1)م دنا > (1 < p(T‏ 
ص + ج و 


lim 
جي‎ +6 = 8 
15 - التمرین‎ 
2.< 0 متغیر عشوائي یأخذ قیمه في المجال | + : 0] و یتبع قانون احتمال أسي و سیطه‎ ۲ 
و الحادثة العكسية لها نفس الاحتمال ؟‎ )١ > 0( من أجل أي قيمة ل © يكون للحادثة‎ 
15 - الحل‎ 
€ ]0: + يتبع قانون احتمال أسي إذن : دالة كثافة احتماله هي 1 حیث "2,67 (10 لیکن ]مه‎ 7 
201 > 0( 2 1/2 يكون للحادثتين (1>1) و (1<1) نفس الاحتمال آذا و فقط إذا كان‎ 
p(T > + p(Tzt =1 
p(T<0=p(T> لان‎ 2p(T <) =1 
p(T > t) = 1/2 
)م یکافی‎ >( = 


يكافئ 


دادم تایح EIS‏ | 


يكافئ 


انم 


ت2 
272 
6+12 - 


-2 1<10)1/2( 
۱۳/2 

1 

7 
3 ان 2ما> (1/2)ما- 


نتیجة : يكون للحادثتین () > 1) و (1:>1) نفس الاحتمال اذاو فقط إذا كان 
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التمرین - 16 

۲ متغير عشواني یأخذ قيمته في المجال امه + : 0] و یتبع قانون احتمال أسي وسیطه 0 < 2 
برهن أن احتمال الحادثة )> مستقل عن 2 ثم اعط قيمة مقربة له 

16  لحلا‎ 

۲ يتبع قانون احتمال أسي وسيطه 2 إذن : دالة كثافة احتماله هي : “۸= (»)؟ 

p(T> +)-1-p(T<2) 7 : منه‎ 


2 
و اج | 1ت 
0ی 


21-2 ۶× 

7 تا 
0927 

7 1 7 


+ 6 


۸۔ 


۱ ۱ لا 


1 
۹ 
41 0300 
التمرین ‏ 17 
ع دالة قابلة لاشتقاق على المجال امه + : 0] و تحقق الشروط التالية : 
ع ليست معدومة 
من أجل كل عددين حقيقيين موجبين ٤‏ و ط فان (ط)ع × )ع = (ط +2 
1 - برهن أن (8)0 » - 800 من أجل كل 0 ٤<‏ حیث (0)'ع =» 
2 - استنتج أن =e“‏ )2 
الحصل - 17 
1 لدینا من أجل کل عددین حقيقيين موجبین 1 و 1 فان : 
: )ع g(t + h) = g(h) x‏ 
إذن : من أجل 0 >8 فان : )8 × (0)ع = (0)ع 
منه : 80 سك =(0)ع أي 0(=1)ع 
20 
من جهة آخری حسب تعریف العدد المشتق عند ٤‏ فان : 
80 - 200 ک0 
ورای eC‏ - (۱ + 
ان ےہ ہے ا ا 
00 ہد 
h‏ 3-0 
0ع - x g(h)‏ 2)0 
h‏ 


كا ت )80 im‏ س 


(0) 1 
الف 


t+h)= ()ع‎ x g(h) هنا - ان‎ 
58 2)0 x g(h) ہے ن‎ 


()ع 0 کوک لان < (2)0 
(0ع × 0)ع = لان حسب التعریف فان 


مت من SO‏ مزر-0ه 
5 0ج[ مط 0جط 
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ت 


نتيجة : (۵)0 20-0 حبث (0)ع = 
2 - لدينا : (8)0 »= ()'ع معادلة تفاضلية من الشكل ره='ر 
منه : 6= ()ع حيث © ثابت حقيقي 
»= 0)ج حیث 8۳۲ ب <(20 
>0 
ات 
= ()8 حیث (8)0 =» 
التمرين ‏ 18 
إذا كانت مدة عمر تلفاز بالسنوات هو متغير عشواني يتبع قانون احتمال أسي وسيطه .3 حيث متوسط عمر التلفاز هو 14 
آحسب مايلي : 
1 - وسيط القانون الأسي ۸ . 
2 - آوجد دالة كثافة احتمال هذا المتغیر العشواني . 
3 ما هو احتمال أن یکون عمر تلفاز ما آکبر من 20 سنة . 
[ - 18 
لیکن × المتغیر العشوائي الذي يعبر عن عمر التلفاز 
× يتبع قانون احتمال أسي وسيطه 2 إذن : دالة كثافة احتماله هي “۸= (1)8 حيث ,0 < 2 
1 متوسط عمر التلفاز هو 14 سنة إذن : 14 > 18)50 


800-14 یکافی 


ی 
2ےل ج3 اذن : دالة کثافة احتمال المتغیر 06, هي : e‏ ج60 
14 1 


p(X < 20( >1 0)م-‎ > × < 20) 3 


التمرین ‏ 19 
عمر مقاومة كهربائية یتبع قانون احتمال أسي نرمز له ب × (معبرا عنه باللیام) وسیطه 0,0012 2 ,2 
1 ما هو متوسط عمر مقاومة كهربائية 
2 احسب احتمال أن تعمر مقاومة مدة : 
۸) أكثر من 100 يوم . 
8) أقل من 60 یوم . 
3 احسب © (عدد الأشهر ذات 30 یوم) حتی یکون احتمال أن تعمر مقاومة ما مدة أقل من 6 شهرا هو 0,5 
المل ‏ 19 
6 يتبع قانون آسي وسیطه 0,0012 = ۸ إذن : دالة كثافة احتماله هي ۳۳*۳ 0,0012 = (10 منه النتائج التالية : 


ے گا 
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سلسلة هباج 


1 
1 - متوسط عمر مقاومة هو : 833.33 > لل - 800 

0.0012 

أي : متوشط عفر مقاومة هو 833 يوم و 8 ساعات 
P(A) = p(X > 100) 59‏ 


= 1- p(X > 100( 
100 

عر 220012 00012 ] 1= 
100 0 


× ¢ 0012م ] 1-0,0012< 
0 


0 1 
ء ست ۔][1-0.0012 > 
: 1 0.0012 [ 0 ھ4 


06 
p(B) = p(X > 60) 2 
60 
= 0,0012 10028 ¢ x 
0 


60 | اا -]0,0012 5 


۵ 


دا 


0.0012 ٢ 
00012] 21 هي‎ 66 _1 1 
0.0012 00012 
=1 2 
= 0,069 
1 1<0 3ت لیکن‎ 
] 0,0012 6۳20-05 یکابی‎ 6 > ۱( 2 5 
/ ام یکابی‎ ) 
1 00 2 ۲ 
0,0012]- یکافی 205 منت‎ 
[ 0,0012 ۳ 
1 - يكافئ 5و 00م‎ 
4 يكافئ 2-05 ینتا‎ 
- 0.0012 t= 1n(0.5) یکافی‎ 
18)0.5( 
= بکاف“‎ 
- 0.12 E 
t= 2 یکانی‎ 
نتيجة : 577,62 >) یوم أي 19 آشهر و يوم واحد و ساعة و 40 دقيقة‎ 
20:- التمرين‎ 


في مركز بريد احدى البلديات مدة الانتظار عند الشباك بالدقائق هي متغير عشوائي × يتبع قانون أسي وسيطه 0,07 -.3 
1 ما هو متوسط وقت الانتظار 
2 أحسب احتمال الحوادث التالية : ه) أن ننتظر أكثر من نصف ساعة 
8) أن ننتظر أقل من 20 دقيقة . 
الحل ‏ 20 
دالة كثافة احتمال المتغيز × هي 6۳ 0,07 2 (10 


7> < 5 2 


لت 
0,07 
إذن : متوسط وقت الانتظار هو 14,285 دقيقة . 
p(X > 30( 2‏ < ركام 
p(X > 30(‏ -1 < 
30 


=1- f 007 19م‎ dix 
0 
4 
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30 
0 


00% كت 
“ع 0.07 -1< 
1 0,07 [ 
1 0070 + 1 
4 0 = 
p(B) = p(X > 20(‏ 
20 


= f 0,07 dk 
0 


0 1- 
٣ھ‏ سے [ 0,07 = 
8 کر 
0ھ ۔ | = 
4 = 
التمرين ‏ 21 
نهتم بدراسة متوسط عمر حؤاز إلكتروني (بالأسابيع) . نعبر عن هذه الوضعية بقانون احتمال م لمتوسط العمر 
من دون أعطال معرف على المجال ]ہہ + : 0] حیث احتمال أن يكون الجهاز في حالة جيدة طيلة المدة ) 
1 
هو 110۳05 20:۱0 
أثبتت دراسة (حصائية أن 50% من الأجهزة المشغلة منذ 200 أسبوع لا زالت في حالة جيدة و بالتالي 
p([0 : 200]( = 5‏ 
02 
1-برهن ان 2 =2 
سن مد 
2 - ما هو احتمال أن يكون عمر جھاز ما أكبر من 300 أسبوع 
3 
3 - نقبل أن متوسط عمر الأجهزة معطی بالعلاقة كل 6 2 [ سنا ع dn‏ 


ع رمت 0 0-0۵ 
۸) برهن آن سس ےو ام رز ۱ 
8 استنتج ل 
-21 200 
1 0,5 -(2000 :000 يكافئ 1172 
یکافی E‏ 
یکافی 1212 e+‏ 
يكافئ 1/2 یر 
يكافئ (1/2 1n)‏ = .7 200 - 
يكافئ 2 - 20012 - 
12 
یکافی کہ رل 
چ 200 
300 
كت برق ع 2 ا = 3000 : p([0‏ 
0 م×۶۸۔ 5 
ا 
0ء _ 1[ = 
n2‏ 300- 
ہے 
7 4 = 


۸ لگ و > 1 
باستعمال التكامل بالتجزئة : ° 
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u(x) 1 ۱ 7٦ سم << )نا‎ 


E‏ ہہ 


1 
منه : ۳[ +۳10 پر ج1 


+ ب یہس 6 0 سے 
2 1 
[ + على و ہیں - ے ی مطلوب 
2 : 
6( عرل حته ورين [ lim‏ = ول 
0 مه + جين 
EEE kd‏ یز پت 
lim‏ = 
1 يج ريم ا کت lim‏ 
1 وج م + جم 
1 
سے 0 lim -A‏ 
0 ے 35 2-0 
In 2‏ 
69ھ 
نتيجة : متوسط عمر الاجهزة هو 288,539 أسبوع 


الت - 22 
في شركة متخصصة لانتاج الثلاجات أثبت مراقب نوعية أن الثلاجة يمكن أن تحوي عيبين : إما عيب في التلحيم باحتمال قدره 
3 أو عيب إلكتروني باحتمال 0,02 حیث العيبين مستقلين . 
نقول عن ثلاجة أنها غير صالحة إذا وجد فيها أحد العيبين 
1 برهن أن احتمال أن تكون ثلاجة ما غير صالحة هو 0,0494 
2 عرضت الشركة في سوق ما 800 ثلاجة . لیکن × المتغير العشوائي الذي يرفق الثلاجات المعروضة للبيع بعدد 
الثلاجات غير الصالحة 
4) عرف قانون احتمال المتغير × 
8) أحسب (×)5 الأمل الرياضياتي ل × 
3 إشترى أحد التجار 25 ثلاجة من هذه الشركة 
۸) أحسب احتمال وجود ثلاجتين غير صالحتين 
8) تاجر آخر يريد شراء عدد من الثلاجات بشرط أن يكون احتمال حصوله على ثلاجة غير صالحة على الأقل : أقل من 
50% : 
أحسب أكبر عدد من الثلاجات يمكن أن يشتريها هذا التاجر 
4 ۷ هو المتغیر العشوائي الذي يرفق کل ثلاجة من هذه الشركة بمدة صلاحيتها(مقدرا بالأيام) 
إذا علمت أن ۷ يتبع قانون أسي وسيطه 0,0007 على المجال ]هه + : 0] 
أحسب احتمال أن تكون مدة صلاحية ثلاجة ما تتراوح بين 700 و 1000 يوم . 
الحل - 22 
1 لتکن الحوادث : ٩‏ : الثلاجة ذات عیب في التلحیم . 
5 : الثلاجة ذات عيب الكتروني . 
N‏ : سثلاجة غير صالحة 
لدینا : p(N) > p(S UE)‏ 
p(S) + p(E) - p(S NE)‏ = 
E)‏ )م x‏ (5)س - (8)م + (8)م = لان الحادثتين ۲ و 5 مستقلتین 
0,02 0,03 - 0,02 + 03, 0 = 
0,0494 = 
2 - کل ثلاجة يمكن أن تكون في مخرجين فقط هما : 
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2 0,0494 الثلاجة عير صالحة باحتمال‎ : N 
1 الثلاجة صالحة باحتمال ۰ 0,9506 = م-‎ : N 
إذن : إذا اعتبرنا × متغیر عشوائي يعبر عن عدد الثلاجات غير الصالحة من بين 800 ثلاجة فان × يتبع قانون‎ )۸ 
ثنائي الحد وسيطيه 800 = م و 00494 = م‎ 
E(K) = n p = 800)0,049.:( = 39,52 (B 
3ج شا نعتبر ۲ المتغیر العشوائي الذي يعبر عن عدد الثلاجات غير الصالحة من بين 25 ثلاجة إذن : 1 يتبع قانون‎ 
ثنائي الحد وسيطيه 8<25 و 0.0494 = مط‎ 
p(T =2)= )0,049432)0,9506(23 + منه‎ 
= 07321080095067 
لیکن 8 المتغير العشوائي الذي يعبر عن عدد الثلاجات غير الصالحة من بين م ثلاجة إذن : 5 يتبع قانون ثنائي‎ )8 
الحد وسيطيه 2 و 0,0494 > م‎ 
10/8 - 0( : الحادثة ثلاجة غير صالحة على الأقل هي الحادثة العكسية ل كل الثلاجات صالحة منه الاحتمال هو‎ 


۸ > (0 - 0/5 - 1 يكافئ 2 > C"(0,9506)"‏ - 1 
یکافی 2- > "(0,9506) - 
یکافی 2 > "(0,9506) 
یکافی n In(0,9506) > In(1/2)‏ 
یکی الل باه ین 10095060 
1In(0,9506)‏ 


یکافی 13,6818 < n‏ 
یکافی [13 :12: 152:3:4:5:6:7:8:9:10:11 :610 8 
اذن : أكبر عدد من الثلاجات يمكن للتاجر أن یشتریها هو 13 
4 - دالة كثافة احتمال ۷ هي 0۳۳ 0,0007 = (10 
1000 


p(700 > ۷ < 1000) = [ 0,0007 e***°* d x 55 
ی نت‎ 1000 


700 


7ے _ 49ے ے 
۳ = 


التمرين ‏ 23 
يحتوي صندوق على كرات لا نفرق بينها عند اللمس و موزعة كمايلي : 90 10 منها خضراء 
و عدد الکرات البیضاء هو 3 مرات عدد الکرات الخضراء 
یسحب لاعب من الصندوق كرة عشوائيا : 
إذا كانت الکرة حمراء يأخذ ربحا قاعدیا 
إذا كانت الكرة بیضاء یأخذ مربع الربح القاعدي 
إذا كانت الكرة خضراء یخسر مکعب الریح القاعدي 
1) نفرض أن الربج القاعدي هو 0۸ 20 
1 - أكتب قانون احتمال المتغیر × الذي يعبر عن مبلغ الربح 
2 - آحسب الربح المتوسط المأمول . 
1 نرید تعيين مع قيمة الربح القاعدي حتی یکون أمل الربح آکبر ما يمكن 
لیکن × الربح القاعدي بالدینار . 
1 - أثبت أن المسالة توّول إلى دراسة النهایات الحدية للدالة ۶ المعرفة على المجال ]مه + :0] ب 
x? + 0,6 x‏ 0,3 + 0,1 --(10 
2 - أدرس تغيرات الدالة ٤‏ على المجال امه + : 0] ثم استنتج قيمة رع 
الحل - 23 
لتکن الحوادث التالية : ۸ : سحب كرة حمراء 
3 : سحب كرة بیضاء 
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۷ : سحب كرة خضراء 

۸ من الكرات خضراء إذن ‏ 0,1 > (۳)۷ 

عدد الكرات البیضاء هو 3 مرات عدد الكرات الخضراء إذن: 0,3 - (/9)م3- (8)م 
نتيجة : 0,6 = 0,4 - 1 > [(8)م + p(R) > 1 - [p(V)‏ 
1) 1 القيم الممكنة ل × هي : (8000-: 400: 20) 

قانون احتمال المتغیز × : 
T20 [ 400 1 2-8000 1‏ نک 
01 03 | 16ھ ام 


2 الربح المتوسط المأمول : 
E(x) = 20)0:6( + 400)0.3( - 800000.1(‏ 
0 - 120 + 12 = 
8 - = 
ملاحظة : الأمل الرياضياتي سالب أي خسارة ( ليست في صالح الاعب) 
11 1 لیکن 6 المتغیر العشوائي الذي يعبر عن مبلغ الربح 
القیم الممكنة ل 0 هي [آ×- ;× »)ا حيث ا هو الریح القاعدي ( ]۰۵+ :]€ ) 
منه قانون احتمال المتغیر © هو كمايلي : 
تک | و Ei Xx‏ 
1 03 06 (ع = 6)م 
أمل الربح هو : ۰ 0,1 - x + 0,3 x»?‏ 0,6 <(6)ظ 
نتیجة : وت 
]م + : 0]ع x‏ 
منه : یکون أمل الربح اعظمیا إذا وفقط إذا كان ل ۶ قيمة حدية أعظمية على المجال ام + : 0] 
2 - تغیرات الدالة ۴ على ]6 + : 0] : 
۲ مستمرة على ]0 + : 0] 
م - < lim f(x)‏ 
وو ز 
f(0) 0‏ 
6 + 0.6 + شم 0,3 - - وام 
(2+ × 2+ × 20,3 
إشارة "+ على ]مه + ;0] 


بت E‏ و 
تم 52-0 
x= E <1 + 3‏ 

3 3 ۱ 
کت VRE‏ ود 
21-3 نی 0 

-2 

xX ۳2 1-13 1+۱3 + : منه‎ 


و لس 9اھت 29۱7 


منه جدول تغیرات الدالة ۶ على ]م + : 0] : 


xX 0 5 E + 4‏ 
2 0 | ۶00 
1,8392 
کا ہے fC)‏ 
0 
مہ ۔ 
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2 ٭ ( ۱3+ 0.101 - ٹر ۱3+ 30ہ 3 +06۲( 3 لا+ fU‏ 
3 أمل الربح آکبر ما يمكن قيمته 1.8392 من أجل قيمة الریخ القاعدي ۸ 2,7520 :2 3+ 1= ,م 


في دراسة أعدتها مؤسسة للكهرباء عن الأخطار التي يتعرض لها عمالها تبين أن كل عامل معرض إلى خطرين رئيسيين هما : 
الخطر ۸ : سقوط العامل من العمود الكهربائي باحتمال 3 و الخطر 8 : تعرض العامل لصعق كهربائي باحتمال 0,17 
نقول عن عامل أنه مصاب إذا تعرض إلى أحد الخطرين .. (باعتبار أن الخطرين مستقلين) 
1 - ناخذ عشوائيا عامل من المؤسسة . أثبت أن احتمال أن يكون مصابا هو 0,1949 
2 تضم المؤسسة 500 عامل . لیکن × المتغير العشواني الذي يعبر عن عدد العمال المصابین في الموسسة . 
عرف قانون احتمال .× و أحسب أمله الرياضياتي . 
3 - 8) في فصل الشتاء شنلت المؤسسة فوجا مكون من 10 عمال للتدخل السريع . 
أحسب احتمال أن يكون في هذا الفوج أكثر من عاملين مصابين . 
ط) حتى لا يؤثر عدد المصابون على أداء زملائهم فكرت إدارة المؤسسة في تشكيل فرع للتدخل السريع بحيث يكون 
احتمال وجود عامل مصاب على الأقل : أقل من % 50 . فما هو أكبر عدد من العمال يمكن أن يضمه هذا الفرع . 
الحل - 24 
1ب لنکن. .5 الحلدثة " المافل ماب ۱ 
(8 نا p(S)= p(A‏ 
p(A ۲۱ B)‏ - (8)م + (ه)م = 
(8)م × (۸)م - (13)م + (۸)م = لان الحادثتين ۸ و 8 مستقلتين 
(0.03)0.17 - 0,17 + 0.03 = 
01949 = 
2 تجربة اختیار عامل لها مخرجین فقط هما : 
5 : باحتمال 0,1949 = م : العامل مصاب 
5 : باحتمال [0,805 م 1 : العامل غير مصابٌ 
إذن : بتکرار التجربة 500 مرة فان المتغیر × الذي يعبر عن عدد العمال المصابین یتبع قانون احتمال ثنائي الحد 
وسيطيه 500 =" و 0,1949 = م 
إذن : من أجل 500 > )ك0 فان *(0,8051) :)0,1949( p(X Zk) =C‏ 
اه 45 - (500)0,1949 = E(X) =n p‏ 3 
ناسا لیگ ملا المتغير العشوائي الذي يعبر عن عدد العمال المصابین من بین 8 عامل 
01 يتبع قانون احتمال ثنائي الحد وسیطیه ‏ و 0.1949 = م 
حیٹ 0,8051(۳) *)0.1949( p(X = k) = C;‏ مع 0<k <n‏ 
8) إذا كان 10 = 1" نحصل على : 


)2 گر 2007 1ع (2 <ورلا)م 
])2 تورلا)م + )1= مر۷۴)م + )0= ورلا)م] - 1= 


لدینا _ 0,8051(۲) = 8051(0 0 )0.1949( = )0= p(Y10‏ 
1° 1,949(0,805 = ”(0,1949()0,8051) © = )1 = وام 
C(0.1949)(0.8051)° = 1,7003)0,8051("‏ = )2 = ولام 


نتيجة : [*(1.7093)0,8051 + )1.949(0.8051 + [(O.8051)‏ - 1 = )2 > ورام 
[1.7093 + 1.5691 + *(0,8051(*])0,8051) -1 = 
307 
0) الحادثة وجود عامل مصاب على الأقل هي الحادثة العكسية للحادثة لا يوجد أي عامل مصاب اذن : 
6 > (0 ,1-00۷ يكافئ 2 )0= p(Ya‏ - 1 


یکفن .۰ (0 0,2 > -1 


یکافی 2 > )0= ولا)م 
یکافی 2 > C°(0.1949)(0.8051)"‏ 
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سلسلة هباج 


یکافی 05 < (0.8051) 
يكافئ n 1)0.8051( > In(0.5)‏ 
1In(0.5)‏ 
يكافئ ہے چرچ ہے 
In(0,8051)‏ 
«یکافی 7 n<‏ 


یکافی , وق ,2 : 1 :60 8 


: أكبر عدد من العمال بمکن أن یضمه هذا الفوج هو 3 


1 2 25 
لاحظ مدير ثانوية ارتفاع عدد الغيابات و تکرارها عند بعض التلاميذ و عندما بحث في آلأمر ۰ وجد أن آسباب الغياب تتمثل في 
المرض أو مشكل النقل ۔ 


نعتبر × المتغير العشوائي الذي يعبر عن المدة الزمنية (بالأيام) التي يدرسها التلميذ آحمد دون أي غیاب  .‏ 
نقبل أن × يتبع فانونا اسيا وسيطه 1 حیث قانون الاحتمال معرف ب : 
p(X <o) = 1 0,0 0‏ 
1 - آحسب احتمال أن تکون الفترة الدراسية دون غياب لأحمد هي : 
8) محصورة بين 30 و 60 یوم 
ط) أكبر من 90 يوم 3 
2 - باستعمال التکامل بالتجزنة أحسب ×4 تہ ات 


3 احسب  ])6(‏ "ا ماذا تمثل هذه النهاية . 
م + جين 


4 تضم هذه الثانوية ۷ تلميذ حيث الفترات الدراسية التي يقضيها كل تلميذ دون غياب عبارة عن متغيرات عشوائية 
مستقلة مثنی مثنی تتبع نفس القانون الأسي ذو الوسیط ر = 
ل عدد حقيقي موجب نضع ,۷ المتغیر العشوائي الذي يعبر عن عدد التلامیذ الذين لم يتغيبوا طيلة الفترة © (بالایام) 
«) برهن أن ۷١‏ يتبع قانون ثنالي الحد وسیطاه ١‏ و “تع 
ط) اعط العدد المتوسط للتلامیذ الذين لم یتغیبوا طيلة الفترة 4 بالأيام . 

الحصل - 25 

p(a) = 30)م‎ > X > 60) -1 


60 
لے‎ 0,01 م6٥ا×‎ d x 


E ا‎ 60 


يب 5 0060 ہے 
0> 

p(b) = p(X < 90( 
=1- p(X > 90( 


90 
2 و‎ 0 OK 
0 


0.01 5 
ا 

1- e307 1] 
- 5 


a E 
1(0) =] Tele" dx وب‎ 
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التکامل بالتجزئة : 


u(x)=x 
0 


v(x) = e 100 


100 


v(%)=-e ۷ء‎ 


اج سے 


x‏ سو ہت 
I(a) = ]- 0 [+ [ew dx‏ 
0 


ودع ع بل 
e 100 1‏ 100 ع دمت 


= „e“ 100 e “+ 100 
lim 1(a) = lim - ۲ج 100 “9س‎ + 100 =0 
م+ جيم‎ as +o 


العدد (1)0 نا = 100 يمثل الامل الرياضياتي للمتغیر × 
0 + ج بل 
أي الفترة المتوسطة بالايام التي يدرس فيها تلميذ دون أي غياب . 
4 احنمال أن يكون تلميذ لم يتغيب طيلة الفترة 4 هو : 
(ل > ×)م - 1 * رة < ×)م 
٤“‏ 


۵ 00۱ ] -1 
0 
تین ۳ 7 1 


8) إذن : و۷ الذي يعبر عن عدد التلامیذ الذين لم يتغيبوا طيلة الفترة 4 یتبع قانون ثنائي الحد 
وسیطیه لا و 9-6۳ ۲ 

إذن : من أجل  :0>1(‏ تدای گر میں 4 = p(Ya =k)‏ 

0( 104ھ - م 1< - 2)۷ 

إذن : العدد المتوسط للتاميذ الذين لم يتغيبوا طيلة الفترة 4 هو 1 + ]ا۷ء ]N‏ حیث [×] هو الجزء الصحیح ل × 

(لان عدد التلامیذ المطلوب هو عدد طبيعي) 

التمرين ‏ 26 
مدة صلاحية آلة بالساعات تتبع قانون أسي م معرف على ]هه + :0] وسیطه 0,0005 =2 حیث احتمال أن تتعطل الآلة 
قبل الزمن ٤‏ هو : ۰ 126345 > (]0: 00م 


1 - هل احتمال أن تكون مدة صلاحية آلة أكبر من 2500 ساعة هو : 
2500 28 اھ ,0 
e 2500 (d 1- 2000 (e e 4 e 2000 (a‏ 


۰ 
2 مدة الصلاحية المتوسطة للالة معطاة بالعلاقة يرل ۳۲×( ] سنا > E‏ 
هل مدة الصلاحية المتوسطة بالساعات هي : 0 + <- ,0 

3000 0 2531,24 ء)‎ 2000 ) 3500 (a 
26 - الحل‎ 
2500])م‎ : + e[) = 1 - 0])م‎ : 2500D ات‎ 


2500 


IT OOO dx 
0 
0,00030 
1 - ]- 6 3 


0 


نتيجة : الجواب الصحیح هو  )0‏ 4 


2ج Axe dk‏ دنا > E‏ 
0 ص + ج بن 
باستعمال التکامل بالتجزئة : 
u(x) =1 1 ۲ u(x‏ 
(x) =‏ یو ا ا 
a‏ ¢ 


منه : كته و (Axe™dx xem‏ 
0 


0.0005 
2000 = 
نتيجة : الجواب الصحیح هو ) 2000 


130 


نشاط 


دروس وتا ےا لیے 
حول لجميع تمرن التبا يرشي 
حلول مفصلة لتمارين نموذجیة 


السنة الثالغة ثانوي 
علوم تجريبية × رياضيات > تقني رياضي ۱ 


مج 


سلسلة هباج 


Kimou. 
الریاصیات‎ 


Mathématiques 


حلول لجميع تمارين الكتاب المدرسي 
و نماذج للبكالوريا 


الجزء الرابع 


السنة ثانوي 


تقني رياضي ‏ ریاضیات - علوم تجريبية 


يسرني أن آتقدم بهذه السلسلة لطلبتنا الأعزاء في المرحلة الثانوية لكل الشعب 
العلمية منها و التکنولوجية . 


- محتسوی هذه السلسلة ینطبق على البرنامج الرسمي الجدید المقرر من طرف 
وزارة التربية الوطنیه . 
- يشمل هذا الجزء من السلسلة على أربعة محاور من البرنامج : 

8 المنتالیات 

8 الاحتمالات الشرطية 

8# قوانین الاحتمالات 


ا الموافقات في ,7 


- یعالج الکتاب الدروس النظرية معالجة تامة و قد حرصت على أن أضع لكل فكرة 
مثال توضيحي مفصل للتمکن من فهمها بشکل جید ۔ 

.۔ كما حرصت أن أعالج في نهاية کل درس ۰ مجموعة تطبیقات للتصحیح الِذاني 
محلولة بالتفصیل التي تعطي نظرة شامله للارس . 


- كما حرصت أن أعالج في نهاية کل محور ۰ مجموعة نماذج بکالوریا محلولة بالتفصیل 
التي تساعد للتحضیر لامتحان البکالوریا و مختلف المسابقات . 


آملا بهذا المجهود المتواضع أن أكون قد وفقت في عملي . 
هباج جمال 


لصواني وهيب 
الهاتف : 81 52 26 0773 


المتتالیات العددية 


نسمي متتالية عددية حقيقية > (Un),‏ كل دالة عددية ترفق بکل عدد طبيعي 0 حيث 190 < 1 العدد الحقيقي ,دا 
(0 عدد طبيعي معطی) 
اتجاه تغير متتالية عددية : 
لتکن (ملا) متتالية عددية 
12 


تکون (,دا) متزايدة (علی الترتیب متزايدة تماما) إذا و فقط اذا كان من أجل کل عدد طبيعي 1 حيث م" < 8 فان 
,لا < ر+ونا (علی الترتیب من أجل کل عدد طبيعي 0 حیث 0 < ۸ فان ملا < ۱+«) 
تكون (,1ا) متناقصة (علی الترتیب متناقصه تماما) اذا و فقط اذا كان من أجل کل عدد طبيعي 1 حیث 00 < 1 فان 
,نا > رمونا (علی الترتیب ولا > رجملا ) 
تکون (,دا) متتالية ثابتة اذا و فقط اذا كان من أجل كل عدد طبيعي 1 حيث 00 < ۸ فان ہلا > اونا 
إذا كانت (,د) متتالية متزايدة تماما أو متناقصة تماما أو متزايدة أو متناقصة نقول أن المتتالية (,لا) رتيبة 

المتتالیات الحسابية : 

ری (un),‏ منتالية عددية و » عدد حقيقي ثابت 

تکون , <م(ملا) منتالية حسابية ذات الأساس © و الحد الأول ہا اذا و فقط اذا تحققت احدی الشروط التالیة : 

1 - من أجل کل عدد طبيعي 11 حيث ۸ < ا : ا 

2 من أجل کل عدد طبيعي ۸ حيث ۸0 < 12 : ۱مملا 2 > Un‏ + دجولا 

3 من أجل كل عدد طبيعي 1 حيث 0 2 ۸ : © (n~ no)‏ ,لا > ونا 

ملاحظة : إذا كانت <,(منا) متتالية حسابية فان 


Uk + Uke + Uke + ۰ Eu (nk + 1)( > e) 


المتتاليات الهندسية : 

. ,(منا) متتالية عددية و 4 عدد حقيقي ثابت ۱ 

تکون د ,(,دا) متتالية هندسية ذات الأساس ب و الحد الأول .ملا إذا و فقط اذا تحقق آحد الشروط التالية : 

1 - من أجل كل عدد طبيعي ۸ حیث 20 < 2 : ٩۰‏ = رمملا 

- من أجل كل عدد طبيعي 2 حيث ںہ < ۸ : مد = ونا × يبمنا 

- من أجل كل عدد طبيعي 0 حیث 0 < 2 : ۳ يمن ۶ ملا 

ملاحظة : اذا كانت »< ,(,ا) متتالية هندسية ذات الأساس ر٩‏ حیٹ 1پ فان : 
ا 
اد 


.. + دبينا + Uk)‏ چا 
إذا كان 0 < » 
إذا كان 0 > 
إذا كان 0 < 0 (المتتالية ثابتة) 
إذا كانت »< ,(منا) متتالية هندسية آساسها 4 فان : 


1ہ 20 ,لا سنا اذا کان 1 >> 21 
مه + جر 


مه + = ولا هن إذاكان 1 <و و 0<ينا 
ہي + ج 1 


سلسلة هباج 


3ے ص - = ولا جصنا إذاكان احو و 0> uk‏ 
مه + جے و 

4 - نهاية المتتالية (,نا) غير موجودة إذا كان 1- > 9 

کچ Un = Uk‏ صا إذا كان 1 <و (المتتالية ثابتة) 
مه + n+‏ 

نشاط - 1 


(,نا) متتالية معرفة ب 23 مس و 8-1 5 - ولا > زولا 

نعرف المتتالية (,۲) من أجل كل عدد طبيعي « بالعلاقة ملا - ربمنا = ۲۰ 
1 أثبت أن (م؟) متتالية حسابية يطلب حدها الأول و أساسها 

2 استنتج عبارة ,دا بدلالة 5 


الحل- 1 
1 لدینا من أجل كل عدد طبيعي 1 فان : ہلا - رمملا > Va‏ 
ولا - (1- م5 (u>‏ = 
519-1 - 


1-(0 -5)0 -< 
نتيجة : (,۷) متتالية حسابية أساسها 5 -< 3 و حدها الأول 2-1 ۷۵ 
2 لدینا من أجل كل عدد طبيعي 15 فان : ملا - (بولا > ۷۸ 
لنكتب هذه المساواة من أجل 8-0 : 82-1 : 2-22 كما يلي + 
ونا - رتا >- Vo‏ 


مس ولا - ولا ا 
نجمع هذه المساواة طرف لطرف تحصل على : 

۷۵ ري‎ Va اشن ولا + ونا - < ات۷۵ یر‎ (a) 
۳ E NPS 


من جهة آخری لدينا (1 + 1-م) 1 = م٩‏ + ........ + دلا + ر۷ +۷۱ هو مجموع حدود متتابعة 
من المتتالية الحسابية (,۷) 
ان : [1-(۱ - هک - 1-](4) = خسم +ہ ۷۷ + 
(3 + 3(5) = 
و عليه المساواة (0) تصبح : uw‏ - من = (3 +2050 
آي من + (9+و5ا) ما 
أي 3 +3503 = 


تحقيق : لنحسب الحدود ,نا و دا بطريقتين مختلفتين كمايلي : 
1-3-1-2 -(5)0 -منا < u‏ 
8 4- = 1-2-5-1 -(5)1 - لا < دنا 7 
من جهه آخری : 
دب 2 -و+(3+(50) 


u - )4 (5+ : إذن‎ 


(یم داادا 


4--10+3+3--3+(5)020+3-) > اذن : 3 +( +65۵۱( 2) ديد 


نشاط ‏ 2 
لتكن (,10) متتالية عددية معرفة ب : 2 - ولا و العلاقة 2+ ,نك = بين 


نعرف المتتالية (م۷) من أجل كل عدد طبيعي 8 بالعلاقة 3 - ونا = م۷ 
1 - أثبت أن (,؟) متتالية هندسية يطلب أساسها و حدها الأول 


2 


2 - احسب ,"۲ بدلالة 0 ثم استنتج ,ده بدلالة 7 
3 ماهو اتجاه تغير المتتالية (,۲) ؟ 


4 - أحسب نهاية ,۲ 
الختل ے 2 
4 - لدينا من أجل كل عدد طبيعي 0 : 3 - ربونا > بو 
3-(2+ )= 
د 
7 
د 


(4)- لان : 3 -منا > vn‏ 
إذن : (,۷) متتالية هندسية أساسها 1/3 = 0 و حدها الأول 1 - = 3 - ون - ۷0 
2 ((10) هندسية 


q=1/3 
ولا‎ = Un - 3 : 
Un 2۷3 
منه : 3+"( )-= ول و هو لمطلوب‎ 
1 
لدینا من أجل كل عند طبيعي م [ ()] )> م‎ -3 
1 
5 -( )(۳+)(۳ 
00ن‎ 
(ي)'(ی۔‎ 
۷۱-۲0 : لدینا‎ 


إذن : المتتالية (,۷) متزايدة تماما 
0 '(ط) =m‏ نا 
د + 0 مه + جے ج1 
0- لو 1> TE‏ 
تقارب متتالية عددية : 
۱,(۷) متتالية عددية . ] عدد حقيقي ثابت 
۷ اذا کان ر ايه 0 نقول أن المتتالية (منا) متقاربة نحو ) 
مه + جد و 


۷ إذا كان عه + ,نا ...1183 نقول أن المتتالية (ملا) متباعدة نحو مه + 
ص + جے ہز 
” اذاکان م - ع لا 0 نقول أن المتتالية (ملا) متباعدة نحو مه - 
6 + بو 
تذکیر : لتكن (,دا) متتالية معرفة ہے (1)0 > ونا حيث ۶ دالة عددية معرفة على مجال من الشكل ]مه + : 8] 
حيث ۸ عدد حقيقي . لیکن ] عدد حقيقي 


7 اذا کان ۲ = f(x)‏ 0 فان : ۲ < ,لا lim‏ 
x> + 6‏ ےہ + یب ہر 
” اذا کان مه + - () صتا فان : مه +2 ولا lim‏ 
x 5 + 0‏ ےو + جار 


7 ذا کان دد( نا قإن: 2-0 ولا lim‏ 
مه + ج-َ× وو + جم 
نشاط - 3 
3+ 
وو وزاب تس = ,نه عين نهاية هذه المتتالية 
الحسل ح 3 
نعرف الدالة العددية ۴ على المجال و ول وج - (10 
0 3+ 5 
لذن : -(40 اي , ,ولا <(118 
لکن : از lim f(x) = lim‏ 
1+ ام + ب ۱ مه + ج-× 
5-0 
23 
لذن + 2 وا 01ا و هو المطلوب 
مه + n+‏ 


المتتالیات المحدودة : 
تعریف : (منا) متتالية عددية معرفة على 18٦‏ 
7 اذا وجد عدد حقيقي ۸ حیث من أجل كل عدد طبيعي <n‏ 
بالعدد ۸ أو ۸ عنصر حاد من الأعلى للمتتالية (,0ا) 
7 ذا وجد عدد حقيقي 8 حیث من أجل كل عدد طبيعي ۰ 8 


۸ > ,نا نقول أن المتتالية (,0ا) محدودة من الاعلی 


< ونا نقول أن المتتالية (:نا) محدودة من الأسفل بالعدد 


8 ار 8 عنصر حلا 


من الأسفل للمتتالية (,0ا) 


> إذا كانت (منا) متتالية محدودة من الأعلى ى من الاسفل نقول, آنها متتالية محدودة 
24 


مثال : لتكن 0م (منا) متتالية عددية معرفة على *1۱1 ب بش درن 
E Sars 7 e‏ 
لدینا من أجل كل عدد طبيعي 2 : 6 1 - ولا 
4-۱-3 _ 
0+3 
(300-1 _ 
بمان 0 < 17 أي n>1‏ فان 0> 8-1 ۳ 
1 (1 -3)8 
منه : 300-1(<0 أي 0 < سح 
إذن : 1<0-منا 
أي : 1 < ,لا من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 1 
مله حسب التعریف فان اة ی محدودة من الأسفل بالعدد الحقيقي 1 
لدينا أيضا من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 2 فان : 4ک = 4- ولا 
n‏ 
۱-12 0-4 4 
8+3 
2 
بماأن 0< 3+" فان 0 12- دک 
آي 9-0 n+3‏ 
آي 4> ,نا من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ٩‏ 


إذن : حسب التعریف المتتالية (منا) محذودة من الاعلی بالعدد الحقيقي 4 
(,,نا) متتالية محدودة من الأسفل ب 1 

یعاد 0 متتالية محذودة من الأعلى بت 4 

آذر 


: (ودا) متتالية محدودة 


مبرهنة : 

1) اذا كانت (ون) متتالية 
2 اذا كانت (منا) متتا 
المتتاليات المتجاورة 
تعريف : تكون متتاليتان متجاورتان 
مثال : 


ايدة و محدودة من الأعلى فإنها متقاربة 
متناقصة و محدودة من الأسفل فإنها متقاربة 


إذا و فقط إذا كانت إحداهما متزايدة و الأخرى متناقصة و اكان الفرق بینهما یؤول إلى الصفر 


(رد) متتالية معرفة على */18 1 تہ كين 
"٠‏ وف سر کے 
(,۷) متتالية معرفة على *(1 ب Û‏ + وید ول 
وا اما ادا یں کر 1 لے تر بط (e+‏ = = ما 
n (n+l) 31 1‏ ای ا رف 
1 
20107 
ان : 0 < “.0 AO‏ 
(0+1) 
و عليه المتتالية (,دا) متزايدة تماما 
1 1 5 
و لدينا : )£ ی عن ۸-۸ 
1 1 
كل خن + ولا زبون > 
م n+l‏ ا 
مو وج ان دين ملم ملد اما 
EFT. 7‏ ریا *(0+1) 


)1+ مار +مم جم 
3 


“)1 +۱0 
۱۵8-1 صغم 
n(n + 1(*‏ 
1= ۳ 
n(n + 1)“ ۳‏ 
بی 0 ۷ ون ٹڈ جا 


و عليه المتتالية (,۲) متناقصة تماما 


لينا ایضا اط + مامد إنن “يام 
n‏ 


منه 0= 1 lim )۷- u,) = lim‏ 
0 وو + جار و + جے 7م 
المتتالية (مدا) متزايدة 
خلاصة : + المتتالية (,۲) متناقصة 
0 = (ملا - lim (Vn‏ 
o‏ + ب 1 
إذن : المتتالیتان (,0ا) و (م۷) متجاورتان 
مبرهنة 0 
إذا كانت (منا) و (,۷) متتالیتان عدديتان متجاورتان فإنهما منقاربتان و لهما نفس النهاية 
نشاط ‏ 4 
(,0) و (,۲) متتاليتان عدديتان معرفتان ب : 12 = هنا : 1= م۷ و من أجل كل عدد طبيعي « : 
a +2 Va‏ ۰( ے 


Un+ >‏ و اخولا 


3 
نضع من أجل كل عدد طبيعي « : 1۷- مت - ن۷١‏ و 8 + ونا3 = وا 
1 أثبت أن المتتالية (,«) متتالية هندسية يطلب حدها الأول و أساسها 
2 أكتب عبارة وس بدلالة 5 ثم أحسب نهاية ,1۲ 


3 أثبت أن (,6) متتالية ثابتة يطلب نهایتها 
4 أثبت أن المتتاليتان (,00) و (,۲) متجاورتان 
5 - استنتج نهاية كل من ,لا و ۷۰ 


سلسلة هباج 


4  لحلا‎ 

1 من أجل كل عدد طبيعي 2 لدينا : ۱و۷ - رعولا > حول 

2  انو*‎ 313 

3 4 
ے‎ 4 Un + 8 ۷۰-3 Un — 9 Vn 
12 
ولا ے‎ - ۷۷ 
12 
< (=) 


إذن : (,۷۷) متتالية هندسية أساسها 1/12  -‏ و حدها الأول 11 = م۷ - ونا > زلا 

2 - (س) متتالية هندسية حدها الاول 11 = رس و أساسها 1/12 >4 إذن عبارة حدها العام ")1د 
سوت + ا 

20 ان lim‏ لأن + 1/121 >1- 


۵ + ب ۱ 
3 لدینا من أجل کل عدد طبيعي 7 : 


Wn > lim ان‎ 
n 


باوت 
Va‏ 8 + بولا 3 = ما 

330 جما پور 01-7 

ال لم عو )3 


= ونا‎ + 2٦+ 2)0,+ 3 Vn) 
-13 ہلا‎ + 81 
= 
إذن : (م1) متتالية ثابتة‎ , 


أي كل حدودها متساوية و تساوي ما: 44 -8 + 8100-36 + ونا 3 = ما 


منه : 44 = )ا = ہا lim‏ 
مه + > n‏ 5 
4 - لدینا من أجل کل عدد طبيعي 9 : ۔ اکن < بل - اهب 
ہلا 3 - ۷۰ 2 + وا ان 
3 
وا 2۷۱-2 کے 
3 
7 
ی 
Ew‏ لان ؟ م۷ - ولا > Wn‏ 
1 2 
لگ )11] 2 - 
:]2 
110 ) 22- 
رتا 3 
بماأن ۳<۰(ط) فان 0> ولا - من لان > 
منه : المتتالية (,دا) متناقصة تماما Ee‏ 
لدينا أيضا من أجل كل عدد طبيعي 5 : لح كك كر 


Un +3 ۷-4 Vn 
4 
< > (Un > Vn) 


Wn 
» 11) ۳ 
بمالن ۳<0( )2۰۱۱ فان 0 <م۷- ول‎ 
أي المتتالية (,۷) متزايدة تماما‎ 
lim (un — va) = lim من جهة أخرى لديتا حسب السؤال (2) 0 = و۷‎ 
n+ م‎ 0+ o 
المتتالية (مدا) متناقصة‎ 
خلاصة | شت («۷) متزایدة‎ 


lim (Un - Vn) > 0 
1 مه + جے‎ 


إذن : حسب التعریف فإن المتتالیتان (,دا) و (م۷) متجاورتان 
5 بماأن المتتالیتان () و (7) متجاورتان فانهما متقاربتان و م۷ lim un = lim‏ 


مه + جہ ۲ مه + n>‏ 
منه lim 3 un + 8 Un‏ = و۷ 8 + lim 3 un‏ لأن ولا صناع وا lim‏ 
مه + ب 1 مہ + ب ‏ م + جے و هه + 0 

ما 11 صنا< 

n> + و‎ 


لکن ما8 + من 3 ما و 44- ما لان المتتالية (ما) ثابتة . 
أي : ,8۷ +مد 3< 44 منه : ,111 سنا < 44 
6 + ج 8 
أي : .. پنا lim‏ 11 - 44 
مه + ج- ۱ 
أي : 4 وا lim‏ 
مہ + جع 


سلسلة هباج 


7 تمارین الکتاب المدرسي ( 


E 
و (,۲) متتالیتان عدديتان معرفتان من أجل كل عدد طبيغي ا‎ )۲,( . ٣ متتالية حسابية أساسها‎ )0,( 
دود‎ un +۷7 و‎ v= على الترتیب ب: مك‎ 

بين أن المتتاليتان (,۷) و (,۱۲) حسابيتان يطلب تعين أساسيهما بدلالة ۲ 

الل - .1 


(,دا) متتالية حسابية أساسها ۲ و حدها الأول ونا اذن حدها العام : من أجل كل عدد طبيعي 0 هو 1۲ + ولا > ولا 
إذن : uo + 3 nr‏ > ودلا 


1 3 
ی 5 = ربا 
منه : ۱ 2 و 0 7 


Wn > ون‎ + 3 2 ۲+۱7 


کی ہا 3 
تر -وناء hz‏ 
2 3 ولف Vn‏ 


7 دع 3+ 7ل + Wn > uo‏ 
(,۷) متتالية حسابية أساسها 3 و حدها الأول رن v=‏ 
ال 3 و حدها الأول 7+ ونا > wo‏ 
التمريق - 2 
أحسب آقیاس زوايا مثلث قائم حيث هذه الأقیاس تشکل حدود متتابعة لمتتالية حسابية 
العلل و 


المثلث قائم إذن إحدى زوياه قائمة و قيسها إذن 90° 
لیکن 2 و تا قيسي الزاویتین الآخریین من هذا المثلث حيث ۶ > 9 >8 


نعلم أن 1805 = 906+ 0 +2 ا ات 
إذا كان ۾ ۰۰ 90° بهذا الترتیب حدود متتابعة من منتالية حسابية فلیکن أساسها + ان : b=a+r‏ و 8+2 90 
المساواة (1) تصبح : 5 ۲۶ 2 +۵ +۲ + +3 


آي : 3-180 +38 
آي : 180° = 3(a + r)‏ 
أي + 60= +4 
آي 9-60 
منه : 30 =5 
نتيجة : الأقياس المطلوبة هي على الترتيب 30° ؛ 60 ۶ 90° 
التمرين ‏ 3 
(,) متتالية عددية معرفة ب 1= م۷ و من أجل كل عدد طبيعي م ع = ربمم 
1 - أثبت أن من أجل كل عدد طبيعي*" ۰ 0 <م۷ Vat1‏ 
2 - نعرف المتتالية (,0) من أجل كل عدد طبيعي م ب اله > ينا 
بين أن (.ه) متتالية حسابية يطلب آساسها ۰ 
الحسل - 3 
1 نستعمل الإستدلال بالتراجع 
من أجل 8-0 لدينا ۷-1 و 1<0 اذن : الخاصية محققة 


7 سے ہے ا سس کش ہہ E‏ نیف و 
من أجل 8۶1 3 TET E‏ ۱ و 0 <1/2 إذن الخاصية محققة 
لنفرض أن 0 <,۷ من أجل 1 < 8 
هل 0< بو ؟ 
لدینا ۷<0 اذن : 1< ۷+1 و خاصة 0< 1 +۷ 
منه: 0< 1 
È‏ کس 


Ve 3‏ 
آذن 0< ة 
ادن EI‏ 


آي:۰ 0 < +۷۸ 
أي : الخاصية صحيحة من أجل 1+1 
نتيجة : من أجل کل عدد طبيعي ‏ فان 0 <,۷ 


: : 1 
2 من أجل کل عدد طبيعي 1 فان : a‏ ری 
1 3 
Vn‏ 
۷۸۲1 
گے 
Vn‏ 
نج 
Vn‏ 
لا +1< 
إذن : (منا) منتالية حسابية أساسها 1 
التمرین - 4 
(,نا) متتالية حسابية أساسها 3 و 2-2 رنا 
1 - أكتب ,نا بدلالة 7 
2 - احسب ونا + تس می اہ رق 
١‏ 27 
1 ب (,دا) متتالية حسابية إذن : 1(۲ -2) + ونا > ونا حيث ۲ هو الأساس 
منه : (1-م)3 + 2-2 ونا 
ار 5-ظ 2,3 ولا 
کے ود + ر( 24 = مولا + سس + ولا + لا مجموع 20 حدود متتابعة 
(5 - (3)20 + 2 -)10 = 
(7- 10)60 = 
0 = 
کک 
أحسب المجموع : 10+ ...... +3+ 3+2+5 + +1 دي 
کے 2 2 2 
لاحظ أن الاعداد 2 ؛ 1 ؛ 3/2 ؛ 2 : 5/2 ؛ 3 ؛ ..... 10 هي حدود منتابعة من منتالية حسابية (مدا) اساسها 1/2 
نضع 2 = u,‏ 
إذن : ( دم }+4 w=‏ 
آي : j n‏ بل 


لنبحث عن رتبة الحد الذي قيمته 10 


لدینا + 10 مه أي 19-10 آي : 9-20 
إذن : عدد الحدود هو 20 2 
فص AOE)‏ 825 
2 
اي : ۰ 100-105 +5 >8 
وس 


(,نا) متتالية هندسية أساسها 3 و 2-2 إلا 
1 - اکتب ,لا بدلالة 7 


2 - احسب المجموع جلا + مس + وتا + رل 
لتکن (,۷) متتالية معرفة من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 0 ب مدلا > ملا 
3 - أحسب المجموع ۷+ ....... + و + ں۷ بدلالة م 
الحل - 6 
1 -من أجل كل عدد طبيعي 8 : 2037 - > ونا 
39 
وت سے )رہ جنا + ...... + ونا + رقا 
341 
)د 
م 
(3-1) -= 
21-37 
3 من أجل كل عدد طبيعي ٩‏ : ملا > ۷۸ 
۰ ادتری 2_ = 
n‏ 1 
(2)1(0-- 
ر 2 - 
97 7 


-% 2))" 


e 5‏ 
منه : (,۷) متتالية هندسية أساسها 9 و حدها الأول 6 -= ۷۱ 


إذن : کس ہہ کر ہیں ہہ + ولا +۷ 


التمرين - 7 

(,0) متتالية هندسية غير منتهية حدودها موجبة تماما حيث 2 > ونا و رلا 9 > ولا 
- عين أساس المتتالية (منا) 

2 أحسب ,ذا بدلالة 8 


3 - آحسب بدلالة 2 المجموع مه + سی + U2‏ + رت + ولا 

الحل ب 7 

1 - ليكن ا أساس هذه المتتالية حیث 1 <1 
لدینا : u =k uo‏ أي 1 2 2 
و راو اي =k2K)=2K‏ 
۲ ونا ماس وں اي 21 1)2> ولا 


10 


من جهة آخری ,لا 9 > ولا 21-9010 
۳-9 
ایب وا او وج 
بماآن كل الحدود موجبة فان أساس المتتالية موجب أي 3= » 
2 - من أجل كل عدد طبيعي 5 : ۰ (23 > منا 


uo + Uy + ينا‎ + 


التمرين ‏ 8 
(,) متتالية معرفة من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم « ب ل - ,نا 
nn‏ 
أوجد عدد طبيعي ,م حیث إذا كان ,م < م فان 107 > ون > 107 - 
الل 8 
لاحظ أن كل حدود المتتالية (ب) موجبة تماما أي من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ١‏ فان 0 < نا و خاصة 107 - < رلا 
إذن يكفي تعين عدد طبيعي 8 حیث ”10 > ہنا كمايلي : 


لدینا 10> مدا أي تور جا 


أي : 0ھ n‏ 
نتيجة : يكفي أن یکون 100 و" حیث إذا كان 100 <" فان 107 > ,نا و عليه 107 > ,نا > 107 - و هو المطلوب ‏ 
التمرین ‏ 9 
(,نا) متتالية معرفة من أجل كل عدد طبيعي م ب له > ,نا 
أوجد عدد طبيعي ,5 حيث اذا كان مھ < ۾" فان “10 < ,نا 
الحل ب 9 
لدينا 105 <مه أي: 10< n۸‏ 
اي: 0 1۳ 
آي : 10 > n^‏ 
أي : 10 < 9 
إذن يكفي أن نأخذ “10 = مہ حيث إذا كان *10 <0 فان *10 < بيا 
التمرين - 10 
(منا) متتالية هندسية أساسها 1/2 و حدها الأول 23 مه 
ابتداء من أي دلیل ‏ یکون 10 > ,نا ؟ 
الحل - 10 
لدینا من أجل کل عدد طبيعي 2 : ۰ '(3)1/2 > ونا 
ان 10۶ > ہنا أي 107 > (3)1/2 
7 1 8 
أي I‏ )1/2( 
آي : "10 >3< "2 


سلسلة هبساج 


اي n > log» )3 x10)‏ 
1n(3 x 105‏ 
أي : رو ات تر 
2 (18)2 
n3) + 5 In(10) 2‏ „ 
In(2)‏ 
7 789 . 50 
اذن : يكفي أخذ 8ھ و حیث آذا كان 18 < فان 107 > ونا 
التمرین - 11 
آحسب نهایات المتتالية (,0) في كل حالة من الحالات التالية : 
2 
n +2‏ 
5 5- = 
n+3 1‏ تا 
2+ 
2- هت ےہ شس تا 
1 +20 ع 
5 و u, = ntn‏ 
0+1 
4- 
الخل ‏ 11 
لاحظ أن في كل حالة یمکن تعریف دالة ۶ للمتغیر الحقيقي ‏ حیث ول = (10 
ثم حساب النهایات كمايتم حسابها في الدوال العددية كمايلي : 
f‏ 3 - ھ3 lim 31+2. fim‏ 
2n 2‏ س+جدم 28-1 n++o‏ 
و هبح وه lim  2م-تل zim‏ 
0 6+ اج و 5+1 م + n+‏ 
3 07 مت راہ 
لم n> +o‏ [+مو ٹم مم+جہجھ 


4 وك موز تق lim‏ 
0 مه + جے و 1 +28 لام + جدم 

۹ے 
و مه + n=‏ لك ع 3 ۳ lim‏ 
م + جے ج1 RG,‏ یش : 3 لام + و 


( +56 
26 وھ کچ د متا م ما ها 
2n‏ مه + n>‏ رة nC‏ مدیم 20+1 و + 0 
E‏ 
57 ی قاد 1+ یا هل 1 2:0828 lim‏ 
1 مه + 1 G21)‏ مه + جم 1 + nto‏ 


(,) متتالية معرفة من أجل كل عدد طبيعي 8 غير معدوم ب 0ا کے 
n‏ 


من بين الأعداد الحقيقية التالية 0 +6 ؛ 4,999 ؛ 5 ؛ ماهي التي تمثل عنصر حاد من الأعلى للمتتالية (منا) ؟ 
الل 12 
لاحظ أن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 1 فان و10 منه 10 

7ن سس 
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ن :۲ دی 13 -5 أي 5 کے یت 


منه : كل من العددين الحقيقيين 5 و 6 تمثل عناصر حادة من الأعلى للمتتالية (منا) 
التمرين ‏ 13 
1 - آنجز جدول تغیرات الدالة ۶ المعرفة على 11 ب : 6+ ×5-×=()؟ 9 
2 - أثبت أن العدد 1/2 عنصر حاد من الأعلی للمتتالية (,) المعرفة من أجل كل عدد طبيعي » حیث 4 < م 
1 : ۰ 
n -5n+6‏ 
الحل - 13 
1- ؟ معرفة على 112 و +( lim‏ و +( سنا 
مو عر + جع 
۲ قابلة للإشتقاق على 18 و من أجل كل عدد حقيقي :© فان 5-×(2= (1700 


منه جدول تغیرات الدالة ۴ کمایلي : نا 


مه + مه + 
پوت 
4 


فو کت ےوک فک 
ویو و خر EEDA‏ 
2 - حسب جدول تغيرات الدالة ۴ فان الدالة ٤‏ متزايدة تماما على المجال ]مه + 5/2] و“خاطتة على المجال 
]0 + : 4] و منه : فان العدد م۷۷ المعرف من أجل كل عدد طبيعي 7 حیث 4 < « ب 8+6 17-5 > رن 
يتزايد بتزاید ۸ 
إذن أصغر قيمة ل ,۷ هي 2= 6 + (5)4- *(4) = ب« 
منه : أكبر قيمة ل أ هي لل = سل خواض المقلوب) 
لکن منا> ما إذن : 1/2 > مدا من أجل كل عدد طبيعي 7 حيث 4 < 8 
إذن : العدد 1/2 هو عنصر حاد من الأعلى للمتتالية (,) 
۳۳۷۳ 
(,ك) و (,۷) متتاليتان معرفتان من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم م ب : لخت ديه 
آثبت أن المتتاليتان (,0) و (,۷) متجاورتان ثم آوجد نهايتهما المشتركة ۰ 284 
الحسل - 14 
لدینا من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 2 فان : 
1ه جك 118جیہ کو 
2(n+1)+4 20+4‏ 
1 7 
2+4 2+6 
6 0-4+2 22ے 
(4 جم 6()2 + 2) 
2 
(4 جم 6()2 +م 2) 
إذن : 0 < مدا - ربوا منه المتتالية (منا) متزايدة تماما 
و من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 5 فان : 


Un‏ - رجمتا 


سلسلة هباج 


(2 )ار 
([ +(2 جم ` 
1 
(n+2)(n +1)‏ 
إذن : 0> و۷ = اجولا منه المتتالية (م۷) متناقصة تماما 
لدينا أيضا : 


1 


ا ا lim‏ = 
1 +0 


۱ م + ب‎ 2+4 
a -(n+1)-(2n+4) 
nz+o (2n+4)(n +1) 

- 39-5 


lim (un—vn) 
n+ + مه‎ 


سے lim‏ = 
4 + م 6+ ۳ 2 من + جم 
تقد _ Ea‏ 
2م 2 مه + جم 
2:0 
(منا) متتالية متزايدة تماما 
خلاصة : + (,۷) متتالية متناقصة تماما 
lim (Un — Vn) = 0‏ 
o‏ + ج 1ر 
إذن حسب التعریف فان المتتاليتان (,0ا) و (16) متجاورتان 
و بك lim un = lim -1 = lim‏ 
2و + چم 2+4 مو+ج 0 میاجھ 
و 0= - ملاع ل lim Vn = lim‏ 
0و +جام ns+on+l‏ مو+جھ 
سس رم 5 
(,ن) و (,۷) متتالیتان معرفتان من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم وك و عق وب 


هل المتتالیتان (,0) و (,۷) متجاورتان 
الحل - 15 


لاحظ أن المتتالية (,دا) ليست رتيبة لان العدد 


1۳ -) موجب إذا کان 8 زوجي و سالب إذا کان 0 فردي 


و عليه فالمتتاليتان (منا) و (۷,۸) لا یمکن أن تکونا متجاورتان حسب التعریف 
حذار: في هذا المثال دعر زاین اا و لكنهما متتاليتان غير متجاورتان 
مه + ب 1 مه + ب 1 


التمرين ‏ 16 
(,0) و (,۷) متتالیتان معرفتان من أجل کل عدد طبيعي غير معدوم ۸ ب : 


1 1 1 1 
نے ...ع فلتت + ےہ سے = جرا 
n+l 2 2n‏ 3 اش 
أثبت أن المتتالیتان (,0) و (,۷) متجاورتان 
الحل ‏ 16 
لدينا من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ظ فان : 
1 1 1 1 1 وت 
ل مسي 157 BERD‏ ےھر ہا ھا و ئن 
E 7 SS e)‏ لا تابر یں افو شش 
H2 3 2n 211۳ 2RF2 ‘ntl +2 2n‏ 
و 2 a‏ 
2n+2 87‏ 20+1 
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DS 20207 10‏ جوم + راب 20 _ 

(1+ھ1()2 +20 2 

48-2 با +2002+20 دا .ک٘ 

201 +12 n +1) 

کت 

إذن : 0 < منا- ربونا أي المتتالية (مدا) متزايدة تماما )1+ 2(n+1)2n‏ 


و لدينا من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 9 فان : 


ا و رس نف تفت ہے و و 
2n+DOn+I) ۶1۲ n‏ 


(۱ +۱ ۱(۵ +20 (۱ + 2)م 2+م 
2n (n+ ۱۵۰+ ۱(‏ 
2-م6-ثم4-م2+ موجمج 
(1 +۱ 1(۵ +200 
کے ۳0۱89 + ہے 
2n(n+1)(2n +1)‏ 
-(3n + 2( >0‏ ع 
(1 +۱ 12 +08 2 
إذن : 0 >,۷- رہم۷ منه المتتالية (,۷) متناقصة تماما 


و لدينا أيضا سر عدي بسنا د رسخو lim‏ 
+ ] مه + + n‏ 

- lim 7 

0 وه + جہ 8 


٦.‏ 7 (:ا) متتالية متزايدة تماما 
گنه | مت متناقصة تماما 


lim (Va - un) = 0‏ 
مه + جے n‏ 
إذن : حسب التعريف فان المتتاليتان (منا) و (م۷) متجاورتان 


التمرين ‏ 17 
(م) متتلية معرفة على +18 ب ا > ,هه حيث »1 هو اللوغاريتم النيبيري 


برهن أن المتتالية (,ا) متناقصة ابتداء من الرتبة 3 
الحسل سب 17 
تعرف الدالة ۲ على المجال ]2ه +: 10 ہے" كلك =( 


لندرس اتجاه تغير الدالة ۴ على المجال امه + : 10 


من أجل كل عدد حقيقي موجب تماما × لدینا کا( ۴ من آشاره 111077 کا : 
7 


x 0 e 
٭1-16‎ 3 0 
[6: + و متتاقصبة تماما علی المجال ]مه‎ [0 : ٥] إذن : الدالة ۲ متزايدة تماما على المجال‎ 
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سلسلة هباج 


بمالن من = (108 من أجل */12 2 7 فان المتتالية )ا متناقصة تماما ابتداء من الحد ون لان <3 و ع2>6 


n! 
أثبت أن المتتالية (,نا) متناقصة ابتداء من رتبة يطلب تعيينها‎ 
ہے‎ 18  لحلا‎ 


5 او 


1 = ونا - ولا 
(n+l)! n!‏ 


5 ا 
(n+ D)xn! n!‏ 


(«- ک) 5 - 


1+ وو 


f رہ‎ 
n! ( 82+ [1 
- 5 (سحة‎ 


n! ۴1 


لاحظ أن من اجل کل عدد طبيعي 9 فان 0 < 


<n 


n(n + 1(‏ 
إذن : اشارة ہلا = رمن هي اشارة م - 4 كمايلي 
 4<‏ 4-850 
4 د 4-00 
م4 5 4-50 
إذن : ابتداء من ولا فان 0 > ,ا - وا آي المتتالية (نا) متناقصة تماما 
حذار! ابتداء من الحد بنا فان 0 > ملا - ولا (لأن بدا = :د۱) أي المتتالية متناقصة 


19  نيرمتلا‎ 


أثبت أن المتتالية (,) المعرفة على 1 ب 2 - ,نا متزايدة ابتداء من رتبة يطلب تعیینها 
تحسل - 18 a‏ !(ا خھ) ے 
زر E‏ 
a!‏ اھ×(ا ھا _ 
7x7 f‏ 


كاسع ا 2 


7 
)26( 
لاحظ أن من أجل كل عدد طبيعي "١‏ فان 0< بل 


إذن : اشارة ولا - بدا هي اشارة 1-6 
6< کے 1-6<0 
6 >= ۲-60 
n=6‏ >= 1-620 
إذن : ابتداء من الحد ہلا فان المتتالية (منا) متزايدة تماما لأن 0 < ونا .خلا 
حذار! ابتداء من الحد »دا فان المتتالية (ملا) متزايدة لأن من = ولا أي 20 ہلا - ا+ملا 
التمرين ‏ 20 
(un)‏ معرفة علی ۲ ب 2= ون و من أجل كل عدد طبيعي 0 : 9= ,نا 2- :مت 4 
و (,۷) متتالية معرفة من أجل كل عدد طبيعي مه ب 01-9 2= م۷ 
1 - أحسب الحدود ,ل ؛ ولا ؛ ولا ° ۷۵ + VÎ‏ تو ۶ و۷ 
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2 - برهن أن المتتالية (,۷) هندسية يطلب آساسها و حدها العام ,۲ بدلالة ۾ سا 
3 - استنتج عبارة من بدلالة 8 ثم أحسب المجموع. مدا + .... + جمه بدلالة ھ 
الحصل ‏ 20 ۷د 
1 لدينا ‏ 9 من 2- ہبہ 4 لاح : 9۰+ہ 2 بیدا 4 آي: (9+ رن 2) لمت nı‏ 7 


لاد قل دروبم ل درو + ين 2) ل < ره 


اي 18+ 13 <(9+ ) زد رو+ سم ل دين 


8 8 
تچ 6ا3 (9 وب لغ د 


2 بر مه 
لدینا 9-منا 2= م۷ إذن : 5-< 24-9 1-9 2 - Vo‏ 
5- ے 13-18 ا 3 
3 5 =9 ۷۱-9 2 > ۷۱ 
ISLES LS‏ و 31 
4 4 4 


SEG LOGE ETE ES 
۷ > 2 ونا‎ -9 8 9 8 8 ۱ 


| 2 - لدینا من أجل كل عدد طبيعي ٩‏ فان ؛ 7۱9 2 > ربولا 
| 9-[9 +۵ ]2 
99+ 2) و 


۱ 9۔2 += 


کے - 9د وين 22 و۷ 


إذن : (۷) متتالية هندسية أساسها 1/2 و حدها الأول 5 - = ۷0 


ره 


3- لذینا ود AU,‏ اي : ZAF‏ 3 


عه وف و تر کک 


۱ لنبحث الآن عن المجموع ا ۰ ۳ 

EY}‏ )م ۳ +21 اد 0 taz ê E‏ رون أ 
[ و ی +(« 5 ae‏ > ۳ 

3 و‎ ey 1 Ge 
1 
1 2 
١ و هو المطلوب‎ =3 (n+ 1) +5[( 0 1 ۱ 
زر‎ 


(,0) متتالية معرفة ب 14 = مد و من أجل كل عدد طبيعي 9 : . 3 + ملا 4 > ربمن 


3 17 - کے 


نعرف المتتالية (,۲) من أجل کل عدد طبيعي 8 ب 1 ,نا > م٢‏ 

1 - بين أن (,۷) متتالية هندسية يطلب آساسها و حدها الأول و عبارة حدها العام 
2 - استنتج عبارة ,نا بدلالة 5 

3 - أحسب المجموع ٩,‏ بدلالة م« حيث لين +.. + رن + تون ره 


الحل - 21 
- من أجل كل عدد طبيعي 7 لذينا : 1 + إجينا > Va‏ 

1 + (3+ مدا 4) = 

4+ بن 4 - 

= 4), + 1( 

۷۷ سے 
إذن : (,۷) منتالية هندسية أساسها 4 و حدها الأول 15 > 1 + 0 ۷۵ 

Vn = 15 x )4(" 

un = 15)4("- 1 لدینا 1 + منا = م۷ اذن‎ 2 
+, F a. FU 


1) + (vı =1 + 

EE + (vn -2 vn +1) 

1[ +.... +1+1+ نا +.. n) 260 + V+.‏ وی 
لط کته 


(1 + ) مرة 
لاحظ أن : ا درل )ا ۳ 


Vi + eee FV =‏ + ولا 


اذن :. "16 و ا 5 
إذن : (ما) متتالية هندسية حدها الأول 225 = ما و أساسها 16 


ری 2 2 2 
منه: ( لگ UF RE‏ ۷۳۰ ولا 
کی 16۳-1 
5(6 × 225 = 
x ( 15 (2 6 1)‏ 225 
نتيجة : 7 ع روت ود مود 


1+ وو 10*414 -15- 16۳71 ۶« 15 < 
x 16۳۱-10 ۰4۳+ 0-4‏ 15 = 
التمرين ‏ 22 
(,ن) متتالية هندسية أساسها 3 و حدها الأول 2/9 = ونا 
آحسب المجموع ون + ...... + u‏ جوا 5 


۱ 

الحسل - 22 ١‏ او 

المتتالية هندسية إذن × ون >8 
سی ولا : , 

لدینا "3× ہس عملا إذن : 33-6« 2 دون 
منه : ود 9-۱( 2 )« مدو 
التمریر 2 


(,0) متتالية معرفة من أجل كل عدد طبيعي و ب "4× 3 + ”3< 2 - ملا 
أحسب بدلالة م المجموع : . ولا + ...... + زلا + ولا 
الحل ‏ 23 
)4 وب عو x‏ 0+ بر ور وب او 2 +( "4 3+3 x‏ 2( = ونا ... + Uj‏ + ونا 
راو ولو نبا 4123 <3) + (30 ۷ 2+ 32 2 = 
0وب ہے لے )وب راو + 31+ 269 - 


لف ]2 
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سلسلة هباج 


را رک شوہ 
ہے ایب اكوب 

التمرین - 24 
)٥,(,-‏ متتالية حدها الأول 1 = ,دا و من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم م فان 3 + من 2 > رونا 
من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ‏ نعرف المتتالية (,۲) ب 3 + ولا م۷ 
1 - أثبت أن م٢‏ متتالية هندسية يطلب حدها العام 
2 - آحسب المجموع va‏ بو + و5 بدلالة n‏ 
3 - أثبت أن العدد 38 + من +...+ دن + ونا .مضاعف العدد 4 من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 7 


لحسل - 24 

1 - من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ‏ لدينا : 3 + ربونا > ربولا 
3+ 3+[ 2ے 
6+ 2= 
(3 +ما)2< 
۷ 2< 


إذن : (,۲) متتالية هندسية أساسها 2 وحدها الأول 4 - 3+ رں >۷ 
2 ۷,24 آي پیر = ,۷ و هي عبارة الحد العام ل و۷ 


اك انس اي و VRE‏ دا 
2-1 
از ون 
x (2-1)‏ 4= 
3 لديئا : 3 + ونا ولا" إذن 2۷-3 ولا 
منه : (3-م) + ..... +(73-3) + (۷۱-3) < ون + ..... + U2‏ + تا 


1 
سا 


سے 3 3 م۳۷٣‏ ۳ ۷۵ ۲ ۷۱) گر 


0 مرة 
5-3 = 
4k21) =3 A‏ 
کی 1 3+ U, + 3n =4 X(2"=—1)=3n‏ + ..... + ينا + ا 
(1 -"2)× 4= 
منه : العدد 0 3+ یں + ...... + لا + ر مضاعف 4 
التمرين ‏ 25 
تعتبر المتتالية (,0) المعرفة ب 4 بن ;2= ولا 
من أجل 1<0 : RE‏ 


1 - أوجد عددين حقيقيين د و ط حيث 24 9 + 8 
0 
2 من أجل كل عدد طبيعي ‏ نضع ولا 2 - ربونا > ولا 
برهن أن (,۲) متتالية هندسية أساسها ط 
3 - من أجل كل عدد طبيعي ۸ نضع ينا ط- ولا > ما 
برهن أن (,) متتالية هندسية أساسها 4 
4 - أكتب كل من ,۲ و با بدلالة 8 ثم استنتج عبارة ,نا بدلالة م 


الحل - 25 2 
1 - اذا وجد عددين حقيقين. ۵ و تا يحققان ا سن 8 و تا ہما حلا المعادلة 1-0 + ۳-4 في 2 . 


1 - ط3 
إذن لإيجادهما يكفي حل المعادلة كمايلي : 
زا وروت سا 


2 : 
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سلسلة هبناج 


23 لیا مناة - عملا با اي ينا ( ۱03+ 2) ببمنا = و 
منه : ہیں ( V3‏ + 2) -مبملا اجولا 


= (4 ملا‎ — Un) — )2 +113 ( ہی‎ 
CESED 
ENED : 
22-5 Uns = Un 

CT) کس‎ 
5 0 3 1 un [ 


متا ۵ - ]5= لان 25-1 اذن =a‏ 


یں 
منه (:۷) متتالية هندسية آساسها 3 - 2= ا 
3 ے لدینا ولا ط = رونا با إذن : من 1359 2) - زبونا > ما 
منه : رہل ( 3[ - 2)- ول < نما 


ربمن ( 13 2) - (منا - واگ = 
ونا - ريما ( 3+ 4-2) = 
Un‏ = عملا ( ۱63+ 62 


۶ ۵ Unel - Un 


a(un+ı 1 un) 


(مداط - ابیتا)ه - لأن 88-1 إذن 2-0 
= 
منه : (,) متتالية هندسية آساسها ا3 8:2:2 
4 -لدينا مدا ۷0۷۱ إذن ۶ ول 2-=2 vo =4 - (2+3) x‏ 
منه : ۳ 2-3) * 2-2۱3 :۷ 
و لدینا ما ط - رنا 10 إذن : ۰2-2۷3( 2-۱3)-54 ما 
مله 2 "3ل + 2) <3 21 دنا 
و لدينا : رت إذن : Un = )- a un)‏ 6 - و۷ - وا 
ونا حربملا > ها أي : Un‏ (ط -3) = tn = Vn‏ 
۱ وا 
أي : بون 
"رول )۳+۵3( 3ب 2) ۳ 2/3 
منه : سے = Un‏ 


3ل+2+403-2 
مر ول +E‏ +عھز×تا2 
23 


وا 


ني : ۳ 3 - 2)/+۳( 3 2۱) هنا 
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التمرین ‏ 26 
هط ;» أعداد حقيقية غير معدومة 
1 بين أن إذا كانت 8 : 8 : © بهذا الترتیب تشكل حدود متتابعة من متتالية هندسية فان 

(a+b + e)(a- b+ ¢)‏ = مم a? + b+‏ 
2 - أوجد ثلاث حدود متتابعة لمتتالية هندسية علما أن مجموعها هو 78 و مجموع مربعاتها هو 3276 
الحل ‏ 26 
1 - لدینا : (a+b +c)(a-b+c) =a -ab+ac+ab-b+bc+ac-bc+c?‏ 
=a? F2ac-b? +e‏ 
إذا كانت 8 : 0 : 6 بهذا الترتيب حدود متتابعة من متتالية هندسية فان حسب الوسط الهندسي لدینا : ac = b7‏ 
منه : b +  - a + 2 9 - b + e‏ - هه (a+ b+‏ 
”م +2 += و هو المطلوب 
2 لتكن 8 : ط : ء بهذا الترتيب هذه الأعداد المطلوية 


کے یب 
2-326 +82 + لو 
لکن حسب السؤال (1) فان : +e” = (a; b+ c)(a- b+ c)‏ ةم a+‏ 
أي : b+ e)‏ - )3276-78 
اي : 28 +9 - 2 
آي : 242 +9 -و 


لدینا اذن الجملة (1)...... 78 -ع +6 +8 
یں زیون 
بطرح (2) من (1) نحصل على : 20-36 أي : 8-18 
لیکن 1 أساس هذه المتتالية الهندسية حیث *۸] ع 1 
لدینا a =b/k = 18/k‏ و c=bk=18k‏ 
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إذن المساواة (1) تصیح : 8 نضرب الطرفين في 1 : 

أي : .۰ 181-781 +181 +18 

آي : 0 = 18+ 1812-601 

أي : 0 = 3+ 312-10 و هي معادلة من الدرجة الثانية ذات المجهول ) 
A= 100-36-4‏ 
1 2 1028 
۶ - ء ‏ 8 جللا k=‏ 
6 ار یی ۰ 
ہے 18ے ناسل 


لنختار مثلا 1-3 
ان : 18/36 <ه و 183-54 
تحقیق : ات E‏ 
42 2 54 + 6-18 ع +9 -2 
لاحظ أن من أجل 1/3 K=‏ نحصل على 2-54 و 9-18 و 6 
خلاصة : الاعداد المطلوبة هي : (54 : 18: 6)=(ء ;0 ;4) أو (6: 18: ۵(<)54:ط :ه) 
التمرین س27 
(م») منتالية هندسية منتهية کل حدودها موجبة حیث حدها الأول 3<به و 15/16 = مه + يه 
1 - عين ساس المتتالية (ببه) ثم حدها العام 
2- أحسب بدلالة 1 المجموع مه ........ + وہ + Sn = Q1‏ 
من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 2 نضع (م10)0 - م8 حيث 10 هو اللوغاریتم النيبيري 
3- برهن أن (,0) متتالية حسابية يطلب أساسها و حدها العام ,8 
4 - أحسب بدلالة ه المجموع وم ....... +82 + ,8 > ما 
قحل 27 
1 لیکن 1 أساس المتتالية (0) حيث 1 > )> 0 ۔(لان حدودها موجبة و المتتالیة منتهية) 
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لدينا :- 14 ره كي أي : 2 3 > ه 
: از ری دون 3 اي: 14 3< 
إذن + 15/16 ون + وه كاف 0-1516[ 3:129 
تكافئ ‏ 516 = k^‏ + 
تكافئ ۰ 1618-5-0 +161 وهي معادلة مضاعفة التربیع 


نضع 121 حیث 0 <1 
نحل المعادلة 1-5-0 16 +2 16 كمايلي : (6 × 4) = 36 × 16 = (20 + 16)16= 16 × 20 + 16 ۵ 


د 8 .6+24 


1 
4 32 32 ۲ 
مرفوض 0ے و 


32 32 
منه : 1/4 -2] أي 1/2“ لان 1<0 


نتيجة : (,0) متتالية هندسية آساسها 1/2 و حدها الأول 3 اذن )3 -مه 


إذن : 


22 مه + کپ HOF‏ رین < Sg‏ 
10 
1- ")> 
31 پت 
3-1 
"1۱ 
20-1 
0 58 
01 
2 
[(4)-]6۰- 
3 - لدینا من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ‏ فان : (رمہاه)طا = مہم 
((3) ۵۰ - 
7 ۳ )3+۳ ماد 
( )ماه + 3 ماد 


ی ( )مار -م) + تمادمق 


منه : (,8) متتالية حسابية حدها الأول 1۸3 < 8۱ و لھا ( )۸ا 
ا Bn‏ + مر و BIA‏ ما 


=3 * (Bı +B) 
5]03+ 103+ 6-۱ « و‎ [ 


= 2 ]2 قها‎ - (n= Din2] 


کس رت 
التمرین -28 
من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ١‏ نضع کے 
مر 
أحسب بدلالة 5 العدد مش + ... + یش + A‏ = م5 
الحل ب 28 


لاحظ أن العدد م۵ هو حد عام لمتتالية عددية معرفة على 1N*‏ كما يلي : 
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1 < ۸۱ و من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم n‏ فان "10 + A,‏ دبية 
بهذه الطريقة لدینا الکتابات التالية : 1 <- ,۸۵ 
0 + ۸۱ < يم 
102 + يم = يه 
۸-۸ و 


10+ ريم درم 
يجمع هذه المساواة طرف لطرف نحصل على :سس 
۳ +.... + 102+ 10+ 1 + رمق + ..... ۶ھ + Aq = Aı‏ + روم + Aı +A?‏ 
أي : 107 + ...+ 10 +10 + An=1‏ 
لاحظ أن 1 : 10 : 107 : .... "107 هي حدود متتابعة من متتالية هندسية حدها الأول 1 و آساسها 10 


ا 107-1 + لح ] 10۲.10۱ +1410 
1ت و کا 


0 
منه : لحلل دبع أي : سر 3 م۸ 


لنکتب هذه الحدود كمايلي : ۰۱0-5 A=}‏ 
ا 3 1 
ا 1 یو 
جچھ ا رت 
اھ A‏ 
Es‏ 
9 9 مھ 


بجمع هذه المساواة نحصل على : 
Aı + A2 + A3 + + ۸ 1 [101+ 102+ .....+ 10"] - 1 xn‏ 


کرک رٹ 
 )۱0۳-1(- 2‏ = و هي عبارة المجموع 87 
فلا : ۸-1 : اوه : 111و لخن :۰ 123< و۸ + وه + ۸ 
و بتطبيق العلاقة الناتجة فان : 1۳00-0-3 = A;‏ + يم + یم 


سلسلة هياج 


سلسلة هباج 


التمرين - 29 
(,نا) متتالية معرفة ب 2 -- ونا و من أجل كل عدد طبيعي 5 : 8 + ولا ]0 > 1+ولا 
حیث 0 و 8 عددان حقیقیان حيث ۶0 » 
1 - آوجد الأعداد به و 8 و التي تجعل المتتالية (م») ثابتة . 
نفرض أن المتتالية (,0) ليست ثابتة و نعتبر المتتالية (م؟) المعرفة من أجل كل عدد طبيعي م ب 2+ ,۷0 ۷۰ 
حیث 1 عدد حقيقي غير معدوم . 
2 عين 2 بدلالة ‏ و 8 حتی تکون المتتالية (,۲) هندسية . 
3- نضع a=3‏ ¢ ۵2۶2 + 221 
آحسب المجموعین ٩,‏ و ما بدلالة ۸ حیث م۷ + ...۰ ۲۱ وز Sh‏ و ما + سی + نا + uo‏ = وا 
الحل - 29 
1 - تكون المتتالية (منا) ثابتة إذا وفقط اذا تحقق أن من أجل كل عدد طبيعي 1 فان : ملا ۱+ملا 
أي من أجل كل عدد طبيعي 2 فان : منا > 8 + منا 9 
أي من أجل كل عدد طبيعي 2 فان : 8-0 + من (1 -») 


بالمطابقة نحصل على | 0 > ٩۰‏ آي ٦ےج‏ و 80 


2 لتكن (منا) متتالية ليست ثابتة أي : (0 :  )1‏ (8 ::0) 


لدينا : 2+ بمونا > ربولا أي : 72+ + مدا 0 = ربولا 
أي : ( ق + یه = رين حيث 0۶0 
تکون (,۷) منتالية هندسية إذا وفقط إذا كان من أجل کل عدد طبيعي 5 فان : 
2 1 حك ال 
un +A‏ = +ينا راي : 0 2 
أي 2+ a1 =B‏ 
آي 8 =)1- (a‏ 
أي ل >3 حیث اجه 
0-1 


و عليه (,۷) متتالية هندسية ساسها :© و حدها الأول لے +22 1+ =u‏ 
3 بوضع 3 عدن ۶ 2 It‏ 
لاحظ أن : و 2 ۰۰۰۰ 


١ 0-1 0-1 3-1‏ 
منه : الاعداد ,0 ۶ 86 و .( تحقق شروط السوال (2) أي (م۷) متتالية هندسية أساسها 3= و حدها الأول 
2-1 +۷0۶2 
إذن : "(1)3- = (م۷) 
منه : بش .م + رب + Sa = Vo‏ 


1 2 

5 8+1 

1 دلج 

و لدینا : 2+بداع< وا أي 1+مدا< ,۷ منه : 1۔۷۶ 2 ولا 
إذن ونا + مم + ZUG FE)‏ با 
(vo -1)F (vı - 1(+ . .. + (Vn -1)‏ = 
x(n *1)‏ 1 - (و۷ + رک کے مو a‏ 


< ٩-8-1 
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۱3 = 
مثال : 2 --مون ؛ 4--22+2-)3-ق8 +0 إذن : 2-2-4-6 ریا + uo‏ 
بتطبيق العلاقة الناتجة : 22-6 1-1-4 [32- 1] 2< رن + م 
التمرين ‏ 30 
في كل حالة من الحالات التالية أحسب نهاية المتتالية (,0) المعرفة بحدها العام . 
الم حون 
كل + )ها - u,‏ )سا من من أجل ۸<1 
e 23‏ 


un = (n + 2(۳ 


u, = In(3 + e") 
رح ےل‎ 
و‎ 2+1 


5 مستا ام lim‏ 
© + جم مه + ب 0 


lim "=+ لان‎ =0 


مه + n>‏ 
1 نے 1 ۲ 
— +:1)صا 1= + lim In(1‏ 
5 )ما لت لس )ع i‏ 
(مھا نات لن 0= ,ر lim‏ 
مه + جے م 0 مه + جد و 

=0 

lim (n+2)e"=lim (ne"+2e™) 


1303 +e”) = lim 
n+ 


سنا ہن 0= 1 lim‏ 
+ 6 مه + ج- 0 


= 1n) 
lim + منا- كحىع‎ 


1 ها +جدم 201+ بو 
(ج +002 


لجا صلا بن معط 
0 موه + جم عم + ج و 
2172 


ل مسق 
1 +6۳ 2 مه + جہ و 


التمرین ب 31 


و درم (حيث من أجل كل عدد طبيعي ‏ فان ۶0 ) 
n‏ 

' 1 - برهن أن من أجل كل عدد طبيعي × :. 0 < ,لا 

2 برهن أن (,۷) متتالية حسابية ثم أكتب عبارة حدها العام . 

3 - إستنتج نهاية المتتالية (منا) 

31  لسحلا‎ 

1 - لتكن الخاصية : من أجل كل عدد طبيعي 5 فان 0 < ولا 
لنبرهن عن صحة هذه الخاصية بالتراجع كمايلي : 

1 ت i Ae‏ 
من أجل 1= 1 لدينا 7 EE Tet‏ با و 27<0 
إذن الخاصية محققة من أجل 80 و 21 (لأن 2 > منا و 2<0) 

لنفرض أن 0< یں من أجل 1 <۸ 
هل 0< ربونا ؟ 
لدينا : 0 < ونا إذن : 0 < مد 3 إذن : 1<1+ ,3 و خاصة 1<0+ ولا 3 


un +1‏ 3 
أي 0< ۲+ ملا 
منه : الخاصية محققة من أجل 1 +71 
نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي 5 : 0 < ونا 1 
2 - لدينا من أجل كل عدد طبيعي 5 فان : ir‏ 


(,0) و )٢,(‏ متتاليتان عدديتان معرفتان على 1۸ ب : 22 ؛ N aT‏ 


منه: 0< ل و بضرب طرفي هذه المتباينة في ولا حيث 0 < ہنا نحصل على 0 < 


Un 


3 un + 1 


(«نا) و (,۷) متتاليتان معرفتان على 1۷ ب :22 ولا و 2مك حر ول و 3اه 


نضع من أجل كل عدد طبيعي 0 : م۷ + 

1 - برهن أن (,۲) متتالية هندسية يطلب حدها العام . 

2 - عين نهاية كل من المتتاليات (مد) ؛ (م8) و () 

الحل - 32 

1 من أجل كل عدد طبيعي 2 فان : 3 + ونا > Vn‏ 


إذن : (,۷) متتالية هندسية أساسها 1/3 و حدها الأول 
منه : ۳( )5 - ۷ 
3 
2ے لدینا : 3+ ملاگ و۷ 
منه 


لدينا : 


و ہا وو ESTE‏ 
نن 5 =[- "147 سر 


و لدينا أيضا : ہپ ہے ہے + رتا + ملاع ما 
رو یئ اب + (۷۱-3) + (3 -۷۵) 


٣+ ,. . + vn) - 3(n + 1(‏ +) = 
٩, - 3) +1)‏ < 
lim -3n=-o =Sn=—3n-3‏ 
منه : م--3- hl ٩-39‏ | سا 13 
مه + چت 0 ۲۳ 6 3۳ 172 = lim Sp‏ 
الت سے پک مه + n+‏ 
عين نهایات كل من المتتالیات (منا) ؛ (۷۰) ؛ («۷) ؛ (,4) المعرفة من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 8 كمايلي : 
2 
1 دين 0 ماھ v=‏ ۶ ۷-9 ؛؟ 1و = tı‏ 
n n+1‏ 70-1 
الكل 33 ۳ 
مه + n=‏ ما > — lim un = lim = lim‏ 
وتو FOR‏ و ۱ هه و ا AS.‏ 
2 2 
5 + 3 
1 - پل lim‏ = كا ما > 2 حصنا > lim Vn‏ 
و قاع n‏ هم جو ا ان Ri‏ 
2 2 2 
n 1-۳ -‏ 4 + 5 ۲ 5 
ےج ا ا وا تن lim Wn = lim un ~n = lim 2 N TE‏ 
0 مه + جہ 1 2+1 و + n+‏ 1 + ص و + جم میو+جو وؤو+ہجھ 
ا lim‏ = ما lim‏ 
1 - ,۷۷ مه + ns‏ +جھ 
اط 
lim 8‏ = 
1 - 1 - ولا وہ + n+‏ 
ھا 75 im‏ = 
9-1 - ولا n‏ و + و 
+2 
1 اھ ۰ج 
۳ + 8 وو+ جدم 
2+1 
چر۔ 1-۵ +2۳ 
+ 
نمف ع وک کے ہے 220 lim‏ = 
A+ +6 2۳ + 1-8-2 0-1‏ 
01 ای ا =lim‏ 
م2- n++on(n+1)‏ 
سے 
RS Foo 2 0‏ 
لن lim‏ = 


2 2 مه + جم 
سار پور[ < 
n+ + 2n‏ 


0 


ملاحظة : يمكن إيجاد نهاية ما بإستعمال نهاية وس و 70 كمايلي : 
ھب lim‏ إذن : 0= lim Vn-1‏ 
ny +o‏ وه + جد مر 


lim 12-2 ۶ لذن‎ lim Wan =-1 
n+ + مه + ب 1 مه‎ 


1- ول هنا أي 20 وا lim‏ 
۷-1 مه + n+‏ م + جاعم 
التمرين ‏ 34 
(,ك) متتالية معرفة من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم م ب - وله 


4 ۱ × 3× 2× 1ع !م من أجل 0 < م 

1 - آحسب الحدود الخمسة الأولی للمتتالية (منا) . 

2 - أثبت أن من أجل کل عدد طبيعي غير معدوم گا ےچ کہ“ > 0 
2 - |ستنتج نهاية المتتالية ,دا . 

الحسل - 34 

لح 


1x2x3x4x5 
: نستعمل الاستدلال بالتراجع كمايلي‎ 2 
0>15>1/1 من أجل 1 = 1 الخاصية محققة لان 1 > ہلا و‎ 


نفرض أن + > ينا >0 من أجل 1 <8 


لنحسب الفرق یت كمايلي : 


لکن 1 < !82 من أجل كل عدد طبيعي 1 


إذن : a‏ منه : 


8 
n! 


ك إبونا > 0 أي الخاصية محققة من أجل 1 + 8 


نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ه فان : 1/8 > ونا > 0 


و رشح ےا0 ون ہفوک متك یڈ ا > 
n‏ 1 وه + جہ م وی جم 
لکن 0- 1 lim‏ 
n‏ مه + جد 1 
إذن 0 ولا lim‏ <0 أي 0= lim un‏ 
مه + چب 1 مه + + N‏ 
التمرین ‏ 35 
ور 3 2 - cos(3 n‏ 
(un)‏ متتالية معرفة من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 8 ب سس و 


n 
تحقق أن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 7 : ووو کا‎ - 1 
Ja . إستنتج نهاية المتتالية (,نا)‎ - 2 


-1 
15 


[ -35 
1 - نعلم أن من أجل كل عدد حقيقي × فان" : 1 > cosx‏ > 1 - 
پت2 1 > 9-7 3) er - 1 < cos‏ ا 
ب المتباينة (1) في العدد الموجب - فنحصل على : 
١ -1 „ 20503 0 r) 1‏ 1 ا 
3 أ > ولا > هو المطلوب 
جك ل r‏ جو لد اس دی 
و 20 اه ا ا 
و مه + ج م جب مہ + جہ 7 
إذن : 0> ونا سنا >0 أي 20 منا lim‏ 
مه + n+‏ وه + N+‏ 
لتمرین ‏ 36 


(un)‏ متتالیة معرفة من أجل كل عدد طبيعي 1 ب عقي جو یں 
تحقق أن من أجل کل عدد طبيعي 9 : 2+ > وه >« ثم إستنتج نهاية المتتالية (منا) 


الحل ب 36 
نعلم أن من أجل كل عدد حقيقي × فان : cosx S1‏ کا“ 
أي : 1< يزوم > 1- 
منه : 2< -cosx‏ 0>1 
و خاصة لدینا : ی یت 


نضيف ١‏ إلى الأطراف : nl‏ 


أي : 2 +م > منا > م و هو المطلوب 
لدینا مه + lim n=‏ و Zn‏ ولا 
مه + ب 1 
ان م + = ونا lim‏ 
مه + جے n‏ 


(,0) متتالية معرفة من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 1 ب ار کاو 


برر أن من أجل كل عدد طبيعي 2 أكبر من أو يساوي 30 يكون "2 < ,نا کے ا 
قلخل = 37 


لدينا : 30< ھ إذن: 7 شر 
إذن : و 
نه : 1- کو کا 
منه 3 10 


30 


Et? 
10 


n 
منه : 2= مم‎ 
10 
أي : "2 < ونا و هو المطلوب‎ 
lim ہما أن مه +="2 مهنا و 27ج یو فان 2+۰۵ ولا‎ 
دہ + جے و فی +جہ م‎ 


التمرين - 38 

1 - برهن أن ابتداء من رتبة معينة يطلب تعيينها یکون !(1 - ه) > "2 
8 8 

2 بين أن المتتالية (,0) ذات الحد العام 22 متقاربة . 

n, 38 ات‎ 1 


-۔ 
(n- 1)!‏ 2 

2 1 
4 1 
8 2 
16 6 

24 32 
120 64 
720 128 
لاحظ أن إبتداء من 6= فان !(1 )> 2۳ 
لنبرهن هذه الخاصية بالتراجع كمايلي : 
من أجل 6 = 7 : الخاصية محققة حسب الجدول السابق 
نفرض أن ا(1 -8)> "2 من أجل 6< 8 
هل (1-1+ه) > 2۳۳ اي هل لو > 2۳۷ 


ل 


1 


نب ]دم | دنا |حد هه 


یب 6 232 


وب 


لدينا : !(2">)8-1 .) حسب فرضية التراجع . 1 
و > 2 ...... (2) لن البرهان من أجل ۸<6 
نضرب المتباينتين (1) و (2) طرف لطرف نحصل على : !(8)8-1 > "2.2 

أي : او > 2۳۱ 


منه : الخاصية محققة من أجل 1 +7 
ققيجة : من أجل كل عدد طبيعي ‏ حيث 6< 2 فان !(8-1)> "2 


2 لتكن المتتالية (,نا) معرفة ب کے درن 


لدينا من أجل 6 < 2 فان !ا(1 - م) ک> "2 إذن : e‏ ے 2 
و 
آي : ل > ونا من أجل 6< م 


لما يؤول 5 إلى مه + فان 6 <<< 8 إذن : 1/8 > ما 


كن ء1 سلا إنن: 0= ١‏ صنالان 0<منا 
1 مه + ب 1 مہ + n+‏ 

منه : المتتالية (مدا) متقاربة نحو 0 ۔ 

39  نيرمتلا‎ 


(,۵) متتالية معرفة ب 5 - من و من أجل کل عدد طبيعي م : ما + 2| = رمث 
1 - برهن بالتراجع أن من أجل کل عدد طبيعي ھ : ملاك ولا 2 


سلسلة هباج 


2 برر أن المتتالية (,0) متقاربة و أن نهايتها ] أكبر من أو يساوي 2 
3 بین أن النهاية ٢‏ تحقق 6 +2 <) ثم إستنتج قيمة © 
الحل ‏ 39 
1 الإستدلال بالتراجع : 

من أجل 1=" لدینا : 7 من +2 2۱ رو 


بما أن 5> 07 >2 فان مدا > إن >2 أي الخاصية محققة من أجل 1 >2 


نفرض أن دا کے ہیں > 2 من أجل 1 جھ 

هل زجنا ک ببربولا ک 2 

أي هل اخملا > Una‏ 5 2 ؟ 

لدینا حسب فرضية التراجع : r15‏ > 2 
منه : un‏ +2 > ہیں + 2 > 4 
منه : بدا +۱2 > ربمنة+ ۱2 > ۱4 
اق رعمنا > وبين ک 2 


أي : الخاصية صحيحة من أجل 1 +5 
نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي 7 فان : ولا > يه ک 2 
2 - حسب السوال (1) لدیذا : ۰ 2< ہنا اذن المتالية (,نا) محدودة من الأسفل ب 2 
و لدینا أيضاء: مدا > بملا_اذن المتتالية (مدا) متناقصة ٠‏ 
نتيجة : (,دا) متتالية محدودة من الأسفل و متناقصة إذن : هي متتالية متقاربة . 
و لتكن © نهايتها إذن : 2 < 6 لان 2 هو الحد الاسفل للمتتالية . 
3 ے لدينا : لما 5 يؤول إلى مه + فان ہلا عملا أي ملا = ولا + ۱/2 


و في هذه الحالة بنا وول إلى ۲ آي : )-) +2 
إذن : يكفي حل المعادلة )= ) + 2 | كمايلي : 
المعادلة تکافی ۰ 86-02 +2 
اي : 2-0-2-0 


A=1+8=9 
2ا‎ 
) 0<2 نبحث عن 6 حیث‎ ( 2 
مزفوض 2-1 17 سر6‎ 
2 
lim نتيجة: 22 ملا‎ 
1۱ مه + ج‎ 
۳ 1 1 1 1 میک‎ 
متتالیة معرفة علی * او ام لا ڑا بر ری‎ 
یھو وی جک وج و ا و‎ 
1)0 = ها‎ + 1( - x آدرس اتجاه تغير الدالة ۴ المعرفة على *11 ب‎ - 1 


2 - استنتج أن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم k‏ فان 1 > -In(k)‏ (1 +1۳06 
ثم استنتج أن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم n‏ فان n(n +1) > u,‏ 
3 - ماهي نهاية المتتالية (,0) ؟ 
الحل - 40 
1 - تغیرات الدالة ۶ على المجال ]مه + : 0] 
f(x) = In(x + 1) -x‏ 
f(0) = In(1)-0=0‏ 


| 
تک نع نان سنا 


1+ ۲ 1 + مه + جع مه + x>‏ 
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19+ 1( 

1 هن + جب در 
ENI‏ لام تاد ت ‏ نز 

مه + ج-ڈ× 1+ هه + جب بر 


صناع لأن 0= 
جر 


0 - = 
۴ دالة قابلة للإشتقاق على آمه + :0] و دالتها المشتقة : 
کے ے ا ا ا 
XET x+1‏ 1+ ۶ 


لاحظ إن :۰ 0< سل ا > 1205 کین 
x+1‏ 


منه : الدالة ۴ متناقصة على المجال ]مه + : 0] 
جدول التغيرات : بر 
56 


5 


2 حسب جدول تغيرات الدالة 1 فان من أجل كل × من المجال ]هه + :  ]0‏ 0 > (1 
اي ؛ 0< Inx +1)-x‏ 
أي ؛ <x‏ (1 +1۳0 
لیکن *1۳۲ > ۷ إذن : 1/6<0 اي ]مه+:10 € 1k‏ 


)( حسب الخاصية‎ ۱۸) + ۱( > E 


1 
k‏ 
اي .>( )م 


REA ۱۳۱ +k)—Ink < Û : اي‎ 


لدینا من أجل كل *[(] € k‏ فان 1/6 > 6 18 - (1 + Ink‏ 
. لنکتب هذه العلاقة من أجل 1 < : 1622 : 8-3 : 
1 > (1)صا - (18)2 
In(3) - In(2) > 2‏ 
۵ > (3)ما - In(4)‏ 9 
In(n) < ۸‏ - )1 + ص)صا 
يجمع هذه المتباینات طرف ل طرف : سس نحصل على : 
+ 1 + 1 +1 > (1 +)ه۱ +(10)1 - 
13 2 >(۱ +۵0 و هو المطلوب . 
مه +2 (1 + In(n‏ imا‏ و (ا +تم)ما < ونا إذن : 
مه + جه 1 


41 - 
1 
2 


«) متتالیتان معرفتان على *1۳ ب 7 
2 
ت أن 1 عنصر حاد من الأعلى للمتتالية (منا) ٠‏ 
الثبت أن من أجل کل من *1۳ فان ۷۰ > ملا 
هل المتتالیتین (,۷) و (,۲) محدودتین 


2 
2 1 <1 


نت 1517+ 


ہے اا 
۳3۹ 
أي ؟ 1 > ونا أي العدد 1 عنصر حاد من الاعلی للمتتالية (منا) 


2 - لاحظ أن من أجل کل 8 من *100 فان  <0‏ و 0< ا1 
2 ۳۹ 


أي 5 و 0< ,۷ و عليه يكفي مقارنة *(منا) و *(10). كمايلي : 


=2 3 
کے ا o‏ وج واج 


لدینا : ات 


1 
إنن : خومہ > (منا) 
منه + ۷ > ولا (لأن 0<منا و ۲:<0) 
نا حسب السو | : 
لدینا موا (1) 1 > un‏ وی E e‏ 
و من جهة آخری : 0< ہلا 


أي المتتالية (,0ا) محدودة 


و لدینا أيضا : 1 < n‏ 
إذن : 1/1 
أي : 1 
منه : 1 > م۷ > إذن : المتتالية (,۲) محدودة 
التمرين = 42 
(,0) متتالية معرفة من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 7 ب : 
.+In(1 + £)‏ ری .... +( + )+( 2 + )۱+( + 0سا و 


- بین ان المتتالية (,0) متزايدة ٠‏ 
2 اعط عبارة مختصرة للحد ولا ۰ 
3 هل المتتالية (منا) محدودة ؟ 
الحل - 42 
1 لدینا من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ظ : 
[In(1 +1) + ...+1n(1 + 1([‏ - زرل +)م+( +۱500 +. +( +۱61 +(۱ + [nd‏ وبا - ربولا 
رل n)1+‏ - 


1 : 
أن كش فان سنا 
بان 0< وبع فان ہے ود 1 


إذن nı‏ <( سل + )ما 
آي : 6<( حل + )ما 


مئه : 0 < بدا -۱بمدا أي المتتالية (مدا) متزايدة تماما . 
2 - لاحظ أن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 1 فان : 


۱0۱+ ( - لگ‎ ( - ink + 1) “Ink 
In(1+ 1)= n2 = 103-2 : مثلا‎ 
: إذن : بتطبيق هذه الخاصية من أجل 2ے پل 3ے( :124 :625 : ۰ = 16 تحصل على‎ 


(15)01+2 ور ےچ ور (1+4)ما + ( 2 +۱«)۱ + )1 + 1( ماب 


< صا - (1 +م)ما + ...ءءء + 3ها- 4 صا +2 ما - 3 صا +2 صا‎ n 
= ماما‎ + 1( 
un = In(n + 1) فان‎ n أخيرا : من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم‎ 
: ملاحظة : يمكن إثبات هذه الخاصية بالتراجع كمايلي‎ 
un > من أجل 1 1 لدینا : 2 ماع )1 + 1[)صا‎ 


U‏ = رجونا 


و 2 In‏ = )1+ ۱۵/۱ (1 + مها 
إذن : الخاصية صحيحة من أجل 1 < ظ . 
نفرض أن (1 +1۳08 > ونا من أجل 1 <۸" 
هل )1+ 1+ ما > ربونا ؟ 


لدينا : A)‏ + )م )3+ 0+ +( + In(1‏ + را جاعم = مد 
( + )ما+ين- 
1+1 
E)‏ )م + را + =n‏ لان 


)1 +م)ما - (1 + 1 + =In(n + 1( + In(n‏ 
lnn+1+1)‏ = 
إذن : الخاصية صحيحة من أجل 1+1 ۰ 
قتيجة : من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 8 فان (1 + =!")١‏ ونا 
3-لدينا : 1<" بنن: 1<2+ منه: 182 <(1 + مھا آي ۱82 < ما 
إذن : المتتالية (ونا) محدودة من الأسفل بالعدد 2 18 


لکن :+ مه + (1 +1208 lim u,=lim‏ 
وہ + ج7 مہ + جام 


إذن : المتتالية (,ا) ليست محدودة من الاعلی . 
ققيجة : المتتالية (,نا) ليست محدودة . 
[,۵) متتالية معرفة على *1۸ ب : + ر + بو رق 
1- هل العدد 3/2 هو عنصر حاد من الأعلى للمتتالية (,0) ؟ 
2 برهن أن المتتالية (,۵) متزايدة و استنتج أنها متقاربة . 


lim u, 3سب‎ 
n+ + مه‎ 


قحل 43 
- لاحظ أن نا هو مجموع حدود منتابعة من منتالية هندسية أساسها 1/3 و حدها الاول 1 


(4)™'-ı 
و تلد دید یں[ 2)7 س‎ 
۳ ۱۱۳۶۱ بک وب‎ 
یہ [ 2(۳)*]* 5 میں‎ 
0 > 1/3 s1 : لدینا‎ 
9 > )(۳۲ إذن : ای‎ 
-1 > -)(۳ >o : ان‎ 
0۶۱) ان : ری‎ 


3 1+۱ 3 
> <*]1-)2( [ 3 


un > 1)ما‎ + n) 


سلسلة هباج 
أي 2 > من > 0 
منه : العدد 3/2 هو حد أعلى للمتتالية (منا) - 
2 - لدینا من أجل کل 8 من *(1 فان : 
تا 1 1 1 1 1 1 5 
808*080 ات و رص 5 ا یں ا نت 
بما أن 0 فان 0 < مدا - بیجن أي المتتالية (مدا) متزايدة تماما . 
3 
نتيجة : (مدا) متالية متزايدة و محدودة من الاعلی إذن : هي متتالية متقارية« 
3 3 +1۱۳ 3 37 10+1 
3 + >1 = ( م وہ مثا تمن lim‏ لأن 0= - lim‏ 
2 م2۳ 1 (ج) ای تا و U‏ 5-0089 
التمرين ‏ 44 


(,0) متتالية معرفة بحدها الأول ٤٤‏ = 00 حيث 1۸ ع » و من أجل کل عدد طبيعي م 6۳ = ۲,۱ 
برهن أن إبتداء من الدلیل 2 تکون المتتالية (,0) محدودة بالعددین 0 و 1 

44  لحلا‎ 

لنبرهن عن الخاصية : من أجل کل من (1 : 0) - 1 پان 1 م9 

باستعمال الاستدلال بالتراجع كمايلي : 


من أجل 2=" لدينا : ٤‏ مدا حیث 61۴ 0 
إذرج : یں بین 
e“ ۲‏ 1 
إذن : 6ا لچک رت 


لندرس تغیرات الالة ۶ حيث ©عم-(80 من أجل 1 6 0 كمايلي : 
۶ معرفة وقابلة للاشتقاق على 18 "و ۲00-6۳ 
اذن : من أجل كل 8 فان 0> f(a)‏ 


من جدول التغیرات نستنتج أن : من أجل كل 0<0 فان 1 > (100 > 0 
أي من أجل كل 0< فان 1> “€ > 

اذن :من أجل کل ×ط ےو فان 1 > *۵ > 0 (لأن 6*5<0) 

أي 1 > دنا > 0 

منه : الخاصية محققة من أجل 2 >1 


نفرض أن 1 > ونا 0 من أجل :158/221 


هل 1> uw‏ 0 ؟ 
لدینا : 1 ک ونا ک0 إذن: 0> ولا - ک 1 - 
بدن :| م ع > 
أي > un‏ > 1/6 
لکن 1/6<0 اذن : 1 > ربونا > 0 


أي الخاصية محققة من أجل 1 +11 
نتیجة : من أجل کل (0:1) - 1۳ © 8 فان 1 > مه >0 أي المتتالية (,نا) محصورة بين 0 و 1 
التمرين ‏ 45 
نعتبر المنتالية وی المعرفة علی ۱10 بل :"ی + اگ + 
1 - ماهو اتجاه تغير المتتالية (مل) ؟ 


+ 21 ولا 
4 
2 - برهن أن من أجل كل عدد طبيعي « : "(1) 1 - ده 


3- أحسب کر کا ثم استنتج أن المتتالية (منا) محدودة . 
n 0‏ 

45  لخلا‎ 

1 - لدینا من أجل كل عدد طبيعي 2 : 


ED pe 


إذن : 0 < ولا - رجونا 
منه : المتتالية (مدا) متزايدة تماما . 
2- لاحظ أن ملآ هو مجموع حدود متتابعة من متتالية هندسية أساسها 1/4 و حدها الأول 1 
1 1 5 
نو سو اا 
yt‏ 
1- (<) 
۳ مد ی | 


1 


یکو ای 
4 9 )+ - 
41 و هو المطلوب 


1 
= I+ A + 
nr! = Un = ) 


lim (1)"=o لن‎ lim سنا من‎ 1» ) (۳ ‡ 3 


so" 9‏ مه + n+‏ 
ققيجة : لدينا كل حدود المتتالية (,ا) أكبر أو تساوي 1 و 4/3-ملا . ”اا و (منا) متزايدة 
مه + ب 1 
إذن : 4/3 > مدا > 1 أي المتتالية (منا) محدودة بے 4/3 و 1 
لتمرین - 46 
[وه) متتالية معرفة على آ1 ب »= ما حيث 11 » و من أجل كل عدد طبيعي 1 
5+ ونا 3- نا = مت 
1 برر أن من أجل كل عدد طبيعي 5 : 1 < ملا - ر+ولا ماذا تستنتج ؟ 
2- نفرض أن المتتالية (م0ا) متقاربة و نهايتها ) ۔ أكتب معادلة من الدرجة الثائية تكون محققة من أجل ۲ . 
ثم إستنتج أن المتتالية (,0) متباعدة . 7 
۱ - 46 
1-من أجل كل عدد طبيعي 8 فان : Un‏ - 5 + ونا 3 - لا = ونا - Une‏ 
5 + ونا 4 - = 
لندرس تغيرات الدالة ۶ المعرفة على +11 ہے 5+ 4- 22> 10 
لدینا ۰ 4 2:42 - 20 و اشارتها : لتر 2 
3 
منه : جدول تغیرات الدالة ۴ كمايلي : 


مه + 0+ 
نے ےو 
1= 5+ (402- 222 (12 
من جدول تغیرات الدالة ۴ نستنتج أن من أجل کل × من 18 فان 1 < (۶0 


سلسلة هب‌اج 


أي : 1 < 5 + ۳-4 
إذن : من أجل کل حد ہنا من حدود المتتالية (منا) فان 1 < 5 + ولا 4 + تا 
أي 1< ونا -ربونا و هو المطلوب . 
نتيجة : 1< مدا -,بملا و خاصة 0< ولا -إبهنا 
أي المتتالية (,0ا) متزايدة تماما . 
2 - لنفرض أن (مدا) متقاربة حیث ) > ولا . 1i٦"‏ 
هه + n+‏ 
لما 2 يؤول إلى مه + فان €= ,بملا و ]2 وتا 
اي : 5+) ۲2۳-3 
أي + 5-0+] 05-4 و هي المعادلة المطلوبة . 
لکن لا يوجد أي عدد حقيقي 6 يحقق المعادلة 0 - 6+5 24 © 
لان حسب السوال السابق : 1 < 5 +6 67-4 من أجل کل 618 ۲ 
و عليه فان العدد ) غير موجود أي المتتالية (00ا) ليست متقاربة . 
و منه : المتتالية (منا) متباعدة ‏ 
التمزين = 47 
(,نا) متتالية معرفة على 177 ب لَك - ون و من أجل کل 21۳۷ 8 : ۶4 ملا 3> ربمنا 
1 أحسب الحدين بنا و لا 
2 برهن أن المتتالية (,0) متزايدة تماما . 
نعتبر المتتالية (,۷) المعرفة على 1١‏ ب +0 4 ,۷ حيث 0 عدد حقيقي . 
3 عين قیمة © حتى تكون المتتالية (,؟) هندسية يطلب حدها العام ثم الحد العام للمتتالية (,8ا) ٠‏ 
4 هل المتتالية (,0) محدودة ؟ 


5 - نضع من أجل كل عدد طبيعي e 55 ۳ : ٩‏ 
برهن أن المتتالية (,۷) متقاربة نحو العدد 17/3 
لحسل د 47 
1 - لدینا ۶ - كلحقة و (لط)د- 4و 3< به 
كة ‏ كلحلة عه (12)د- 34و 


2 لنبرهن بالتراجع أن المتتالية (منا). متزايدة تماما : 
٠‏ من أجل 0-1 و 8-2 لاحظ أن رده < دنا إذن : المتتالية متزايدة تماما . 
نفرض أن 0 < ونا -بمنا من أجل 2< ( أي (منا) متزايدة تماما من أجل 2 < ) 


هل 0 < ,بدا - يبونا ؟ 
لدينا : )4 — u,‏ 3( - )4 - ربونا 3( > رجونا > يبونا 
4+ ونا 3 - 4 - Un+ı‏ 3 = 


= -رجمنا)3‎ Un) 
(منا -ا+ونا)3‎ < 0 ٦ لکن حسب فرضية التراجع فان 0 < ملا -,بجلا إن‎ 
جبملا‎ - + < 0  : أي‎ 
8 + 2 منه : الخاصية صحيحة من أجل‎ 
٠ نتيجة : من أجل كل آ70 © 52 فان 0 < مدا -ر+منا أي المتتالية (منا) متزايدة تماما‎ 
ربونا 4 > ربولا‎ + a : من أجل كل 177 © ۸ لدينا‎ 3 
= 4(3 un -4) + a 
= 12 -مدا‎ 16+ a 
-3)4 (كلجه بين‎ 
: 2 © [× إذن + تكون (,۷) متتالية هندسية إذا وفقط إذا كان من أجل كل‎ 
ا‎ = «a لت دب 2 آي‎ 4 Ea 
3 3 
38 


3 0 < 0-6 


أي 0-2-6 2 
أي 02-8 
لذن : (,۷) متتالية هندسية لساسها 3 و حدها الول 8-3 - ( 46 =8 ون 4 ول 
منه : ۷,2۲ ,اي 23۲ و۷ 
لدينا : »+ ہد 4 عم اذن : ۷۰-۵ ونا 4 اذن : کچھ 2 بل 
+9 ۱ 
منه : جک 3 > تا أي "3× ا + 2 ينا 
4 - لدینا + مه += ' 3× 2+1 متا دمن سنا لأن مه + 3۳۱ lim‏ 
n4+o‏ موجه مه + n>‏ 
و عليه فالمتتالية (مدا) رھت جب 


5 - لدينا : پر 2+2 دين 


۳ ملق مد + [(3)+ بل 
Gy + ....+ (3(7)‏ +(3)) + +22 ما ہیں 
[2(۳)+.... +۳ 3)+(1([۰])3)+...+ )1( + +)2[](1- 
دس اہ 00 5 
و 4 (Dı‏ 
x2x[() ۰۱۱3 ])3( ۰‏ 
ہت دک 
بما آن + 0 سیت 5 ور im‏ لش 063461 و 0<1/4<>1 
قن مدق ۰ ۲۳ 
أي : کا < 3+ 


أي : المتتالية (۷) متقاربة نحو العدد 17/3 . 


التمرين ‏ 48 
منا) و (,۲) متتالیتان معرفتان على 1 بے 1 > ونا 4 ۷۵22 و من أجل كل عدد طبيعي 0 : 
un + 4۷۰ a 2N‏ 
مھ درن ,ب, طا د 
3 5 
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من أجل كل عدد طبيعي 7 نضع ,۷ - ولا > م 
ار ا a (Wa)‏ ۷۳75 

عبر عن ولا - إجونا و م۷۔ رم٢‏ بدلالة ,۳ ثم أستنتج إتجاه تغير کل من المتتالیتین (۳) و (۷۰) ٠‏ 
3 بين أن المتتاليتان (منا) و (,۲) کی ا ركه 
4 - من أجل كل عدد طبيعي 0 تضع و یا ہیا 

برهن أن المتتالية (,6) ثابتة ثم استنتج قيمة 


الحل ل 48 

1 من أجل كل عدد طبيعي 0 لدینا : اجولا = اجھلا > ابو 
Vn‏ 4 ولا _ 2۷۰ ولا ے 
سی تو پت وش 

۷ 12 - ولا ۷۰-3 ۶10 ملا ک5 _ 
15 3 


جا جح 


13 
أن (Wn):‏ متتالية هندسية آساسها 2/15 و حدها الأول ۷۵۶1-2-1 - 10 > ۷۵ 


مت 


اي : ۳-0( نمی نا لان 1> 2/15 05 
5 ص + جع ہہ + ب 1 


2۷ + ہلا 
3 
ہا ۷۰-3 2 + ونا 


Une) = Un - Un 2 


۷۵۱۷ > 


لدینا: "اچ 2 -30) )× = 0 > ولا < وا 
اذن : 0 < بدا - ربمن منه : المتتالية (,0ا) متزايدة تماما . 
پش ا ین و $ ےو 


تاج 


إذن : 0 > م۷ - ربولا منه : المتتالية (,۷) متناقضة تماما . 


3 من جهة أخرى لدينا : lim  (un-vn)=lim Wn=0‏ 
6+ جد ۲ + n3‏ 


lim (un = Vn) =0 
11 مو + ج-‎ 


إذن : المتتالیتان (منا) و (م۷) متجاورتان 
منه : المتتالیتان (,لا) و (۷۰) متقاربتان و لهما نفس النهاية و لتكن 6 
4 - من أجل كل عدد طبيعي 1 لدینا : بولا 10 + رجملا 3 > ربوا 


(رسیٹس ۰ + (ستخط) × 3 


ال یت ۳ 
Va‏ 10+ ,لا 3 = 
با 
إذن : من أجل کل آم1 ط: ہا“ ہما 
أي : المتتالية (ما) ثابتة و کل حدودها تساوي 23 < 20+ 3= ر۷ 10 + ونا 3 - 


lim i= 0-3 : منه‎ 
1 + مہ‎ 

لکن : ولا 10 + ,لا 3 = ما 
|ذن : vn)‏ 10 + ونا 3( lim‏ = ما lim‏ 

و + ج مر و + و 
أي : vn)‏ 10 + مت 3( دنا - 23 

مه + ب ور 
آي : ۲+ 23-3 (لآن 2۲ Vo‏ کنا > من 
أي : 236 ات 
أي : 0-3 


49  نيرمتلا‎ 


ف رو ESOS‏ 
2 2 

1 - احسب ,۲ ۲,۱ + یلا ؛ وم 

من أجل کل عدد طبيعي م نضع ولا - ۰2۷۸ 

2 - بين أن المتتالية (,۷) هندسية و عين نهایتها . 

3 - أدرس إتجاه تغير المتتاليتين (,0) و (,۲) ا 

(,ا) متتالية معرفة من أجل كل عدد طبيعي 1 ب 2۱0+ 1 = 


4 - برهن أن المتتالية (,4) ثابتة ثم استنتج النهاية المشتركة تیان (un)‏ و (Vn)‏ . 
الحل ‏ 49 


Vo 304-7 1‏ + متا 


لا ل ا 
و7 
و 2 Vo‏ + رقا سو 
4 2 2 
14+15 کل 7 
رت 4 ا سر و کت و 
8 2 2 2 5 
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(lim 
n> + 0 


(منا) و (,۲) متتالیتان معرفتان على 1۱ ب 3> منا : 80-4 و من أجل كل عدد طبيعي 9 : 


- 4 > میا - ۷۵ 


2 
3 
1 
3 
د 
0 


1 


۷٣+۶۲۱۷ 


چ - حت. رو 
16 2 2 
2 من أجل كل عدد طبيعي ظ فان رجولا = رجولة 
Un + Vn‏ _ م۴۷ ا+ملا 
E‏ 
Va‏ - ولا - ولا + جوا 
2 
(Un+ı - Un)‏ 3 
+ ونام 1 
رم 2)7 
u‏ ۷۰-2 + هنا 17 
n 2)‏ 
ہا - ولاع 1 
) 2 2 
(٭-۲)۸ 
4 
1 
کے 
3 
إذن : (,) متتالية هندسية أساسها 4 و حدها الأول 1 =3 
n‏ 
)1= 
إذن : lim wa=lim ()"=o‏ لان 051/41 
3 إتجاه التغير: ران کت بر پا ا 
لدينا من أجل كل عدد طبيعي 1 ونا - * ج 
Va - 2 Un‏ + ونا 
2 
a)‏ 
1 
3 
2 
۱ 200 
إذن : 0 < ونا - ربمن أي المتتالية (منا) متزايدة تماما . 
+ وب 
لدینا أيضا من أجل كل عدد طبيعي ١‏ : ا 
Va‏ 2 — ۷۵ + بولاً 
2 
Une - Vn‏ 
2 
ر 
2 
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Wor 


سلسلة هباج 


. 1-0 1 
لدينا أيضا : 0= (- Wn > lim‏ 
رتا کا > 0+ و 
(ہہ) متتالية متزايدة تماما 
و ] (۷۸) منتالية متناقصة تماما 
lim (Vn = Un) > 0‏ 
ہہ + n+‏ 


إذن : المتتاليتان (منا) و (۲) متجاورتان 1 
- لدينا من أجل کل عدد طبيعي 2 : (Une + 2 Va)‏ 3 > ہما 


١)‏ ےک سید 1 2 + علد 


کو رٹ 


+ ليك‎ + vn) 


1 (u, + vp + vn) 


(Un + 2 vn) 


إن : المتتالية (م) ثابتة و كل حدودها تساوي 


4 : لدينا المتتاليتان (,نا) و (م۷) متجاورتان إذن هما متقاربتان و لهما نفس النهاية . 


لضع ۷,2۲ طناعما lim‏ 
+ بو و + 8 


من جهة آخری (ما) متتالية ثابتة إذن : 


سلسلة هباج 


2 برهن أن المتتاليتان (,0) و (م۷) متجاورتان . 

من أجل كل عدد طبيعي ×× نضع ,۷ 2 + ولا > ولا و ۷ط + =u,‏ و حيث ۸ و ط عددان حقيقيان متمايزان ٠‏ 
3 أوجد 8 و ط حتی تکون المتتاليتان (م) و (:۲) هندسیتان ثم عبر عن مك و ول بدلالة « 

4 - آوجد النهاية المشتركة للمتتالیتان (منا) و (۷۸) ۰ 

لحل - 50 

1 - الاستدلال بالتراجع : 


من أجل 1-0 : 


ولا > ونا لان 2 > - اذن الخاصية محققة من أجل 0= ظ 


ن أجل 1 =1 : 1 - 
من آج 5 


_ وو 


Vo _‏ + ونا 


د 
E>‏ 


_ 0 10+4 _ 
او ا ا ا 
لدینا 7/5 > 1/2 إذن : > إلا منه الخاصية صحیحة من أجل |= ۸ 
نفرض أن. ,۷ > ہنا من أجل 1 <ظ 

هل يعولا > (جملا 


لدينا : د رن 4۷+ سے ی ا 
5 2 
,8۷ - مل ۷۱-2 5+ ولا ے 4 
10 
3 - ها 3ے 
10 
رک = 
لکن حسب فرضية التراجع ,۷ > ملا أي 0> م۷ - ولا 
منه : م3 أي 0> ربولا - ایوا أي ربولا > ربولا 
إذن : الخاصية صحيحة من أجل 1 +1 
نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي 2 : ,۷ > ملا 
2 - هل (منا) و (97) متجاورتان ؟ 
إتجاه التغير : من أجل كل عدد طبيعي ‏ لدينا : 
3 ۷۰ - 
بل فو عو يع سس 


n‏ 2 = م۴۷ ولا 
2 


7 - Va) 


لکن 0> م۷ - ملا إذن : 0< و۔ (un‏ 1 - منه : 0< ولا -۱+ولا 
أي : المتتالية (منا). متزايدة تماما . اسیو تا 
بود پچ دوو رمم 
5 
U ۲4۷۰-5۷‏ _ 
5 
(n> Yn)‏ چ 7 
لکن 0 > ۷۰ ملا اذن : 79007 منه: 0 > ولا - Vn+i‏ 


: المتتالية (,۷) متناقصة تماما . 
ة الفرق م۷ - ولا 


لما " يؤول إلى ما لا نهاية فان vo)‏ - ملا) ‏ تصلا > lim (un Vp)‏ 
مه + جور م + جو 


أي 


لکن : ا۔م کے = ربولا - ربولا حسب السؤال (1) 
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سلسلة هباج 


إذن : lim (Uni = ۷۰+۱( = 3 fim (Un = Vn)‏ 
م + ب و 10 م6 + بو 
2 بے ٩‏ 
أي : (un= Van) = = lim (Un = Vn)‏ 0 لان فی جوار مه + 
وت ٤‏ فك رم ططلا- ہت میں لا 
منه : 0= lim (un -Vn)‏ مه + جم م + جم 
0 + ب 1 


(مدا) متتالية متزايدة تماما 
ء  .‏ (۷۸) متتالية متناقصة تماما 
٠ء(‏ ہوم lim‏ 
0 + ب 1۲ 
إذن : المتتالیتان (منا) و (۷۸) متجاورتان 
إذن : هما متقاربتان نحو نفس النهاية ) حيث 118 ] 
3- من أجل كل عدد طبيعي 5 فان : 3۷۸۰۱ + رعولا > رجوكا 


۷۰۸ ولا Vn‏ + ے 
لح بد کے 
a Vn‏ 8 + ولا 28 5۷۰۴+ م لاڈ _ 
10 
S)un +(8 a+ 5) Vn‏ +208) ے 
10 
8+5 28+5 
۷ + 5 = ث ۶0 5 +28 
0 مد 6 ی اعت 
إذن : تکون (,×) متتالية هندسية إذا وفقط إذا تحقق أن من أجل كل 1۳۲ 6 8 
28+5 8+5 
= ربوا أي من ا IN‏ 3 +ونا > و تشد + 
0× 10 اوكا لس ê Vn‏ ملآ E‏ 
ٹن :: يكفي و يلزم ان یکون :. 2+۸ 8707ھ 0 5 +28 
إذن : يكفي و یلزم أن يكون ںہ 
أي: ‏ 5+ووعو5+نو2 
أي : 0 282-38-5 و هي معادلة من الدرجة (2) ذات المجهول 2 . 
40-49 + ۵-9 
5ے 2 
2 پر وو 
ENS‏ 
2-1 - < وو 


4 
لاحظ أن من أجل 1-=ه فان ۶0 5-3 +28 


في هذه الحالة : مد Û‏ = مود 


أي (ہ) متتالية هندسية أساسها 3/10 و حدها الأول 3-= م۷ - مس مد إذن : "( 3 )الت يم 
من أجل 5/2 >2 فان 10۶0 2+5 10 

اذن : من أجل ٤-5/2‏ فان ,21*۷ ہج 

أي المتتالية («») هندسية أساسها 1 (ثابتة) 

اتقيجة : تكون المتتالية (م() المعرفة ب م۷ ا + ولا = ربوا هندسية حيث 1- تا إذا وفقط لذا كان 5/2 -6 
و في هذة الحالة المتالية (5) ثابتة و کل حدودها تساوي ‏ 4 - 5+ 1 -- ون د + ولا وو 

منه : من أجل كل 1٦‏ © 2 فان 4= ولق 


لگن ) < و۷ lim un = lim‏ 
مہ + بو مہ + n+‏ 


سلسلة هباج 


لدینا من أجل کل 1 ظ : ۰ 3 خمنا = وار 


lim Yn > lim (an ۶ : اذن‎ 
Ng +6 ۲ ب‎ + 0 2 

7 3 
ان 9 4 
=4 
منه : 7ء ) و هو المطلوب 


بون :^ 8/7 “و۷ lim un = lim‏ 
ہہ + ب 1 وہ + nz‏ 


التمرین - 51 
لتكن (15) مجموعة المتتاليات غير المعدومة (,نا) المعرفة على (1 و التي تحقق الخاصية 
ينك + ربمن کے < يبود 
1 هل توجد في المجموعة () متتالية ابتة ؟ متتالية حسابية ؟ متتالية هندسية ؟ 
2 - تحقق أن : من أجل كل عددين خقيقين » و 8 تكون المتتلية (:) ذات بعد عام"( )8 +"( 5 )»= ملا 
عنصر من المجموعة (17) 
3 عين المتتالية (,نا) ذات الحد العام "2)م+ ")> u, =a(‏ علما أن 3 - من و 4/35 -2 رنا 
ثم أحسب نهاية هذه المتتالية . 


الحل ‏ 51 
1 - لتکن (,دا) عنصر من المجموعة (15) 
إذا كانت (مدا) ثابتة فان من أجل کل IN‏ € . ولا جملا 7 2+منا 
إذن الخاصية تصبح : بل + ونا چس ونا 
أي : لاک - ولا 


منه : 0 2 Un‏ 
أي : المتتالية (مدا) معدومة . 
نتيجة : لا توجد أي متتالية ثابتة من المجموعة (8) : 


Un+2 = Un + 2 a 5 3‏ 
05 ۳ 1 5 
إذا كانت (منا) حسابية نسمي ,0 ی بت [ ب + ينات ری 
1 : 2 3 
إذن الخا 3 8 حك + + من) كت >2 + ونا 
إذن اصية تصبح 35 ) 35 n‏ 
3 ا 
ا = گے + )= ۲2+ 
ي E Eh Th‏ 
E 7 1‏ 
اي داے 3۰7 ۴ 7 ہلا 
سھگ <6 
a‏ < ونا < 
5 56 7۳4 
7 67 - 
8 6 32 
: 67 
ای : = ونا 
E 2‏ 


أي : المتتالية (منا) ثابتة و عليه ٤-0‏ ( لان (منا) حسابية ) 
إذن : المتتالية (منا) معدومة . 
نتيجة : لا توجد أي متتالية حسابية من المجموعة (8) . 
رتا “يه = Un+2‏ 


إذا كانت (منا) هندسية نسمي © أساسها إذن 
Un+ = 6 Un‏ 
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إذن الخاصية تصبح : مک + مده وا ا و ا ری 


إذن : العلاقة (1) تصبح بعد القسمة على ولا : + 2 

أي : 6-2-0 3562-3 

و هي معادلة من الدرجة (2) ذات المجهول 0 . 
9 -280 + 9= ۸ 


4 : کل المتتالیات الهندسية ذات الاساس (1/5-) أو (2/7) و ذات الحد الأول غير معدوم هي متتاليات من المجموعة (5) . 
")8(2 + ")2 )مدن 
ہن كك 270 2 10+1ء 2۱ لقع 2 3 
بش 7ار +27 ) ]2 2۳۰۸۵۳۱ ]2 =2 +2 
و هت AED‏ ات رق مود 

)0ج چیہ 7۳( )( چا جو (۶) کر ا 


")280 + لنت )"27 (عة + بعش ) - 


Un 


5 . 395 357 
رپ بت 
زف كك ا مر یں 
میں لو اہی 


7 )2 (۳۰۸): + )2(" 


(> 

۵2 ۔ 2 2( 
=a) +86(‏ 
«بملا 


ماگ + وی کے = درو إذن : المنتالية (00ا) عنصر من المجموعة () 


u =a(2)" +p)" د‎ 
..)1( 3عما إذن:‎ 


.32018 
و2 - گت اي )2 مس 0-78 10 <4- 
ا ۳ اي (2) ۰-8 10 
لنحل جملة المعادلتین 0 

40+ 100-7 
و ار ی 
6+4-0 0-7 10 


0 7 
10 0-7-4 


4- 1 
= ان : 
35 انا ادن 0 
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سلسلة هباج 


10 
أخيرا : 1 -2 و 82 إذن 2۳+ (2) w=‏ 


lim ہت‎ = lim ) 20" + 2)2(" =0 : منه‎ 


n+ + مه‎ ng مو+‎ 7 

i 2( 2 تلك‎ 7 

: 0 بے مو (7 سنا 
التمرين ‏ 52 


1 - آدرس إتجاه تغير كل من الدالتین ۴ و »و المعرفتین على المجال ]6 + :0] ,ب 


x)‏ + 1001 -2× د - 10 و +x)-x‏ )سا رمع 


2 
2 - برهن ان من أجل کل عدخ حقيقي موجب ا فان 1-0 >> ۲ ۱۳0 > و ۶ 
لتكن (رنا) المتتالية المعرفة علی*1(۷ ہے 2ء u‏ و من أجل کل عدد طبيعي غير معدوم 9 : ( حل + نا 
3 - برهن بالتراجع أن من أجل کل عدد طبيعي غير معدوم +n‏ 0 < ولا 
4 - برهن أن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 2 : 
کت + (+)۱۳+(2 + )مناه 
ہی سك سیق و یب 5-2 کت یں 
2 2 4 ?4 4 
بإستعمال العلاقة (1) برهن أن <S,‏ بت ھا < tı‏ 5-2 
أحسب ,$ و ب بدلالة 8 ثم إستنتج نهاية كل من م5 و ہا 
الحل - 52 
+x) 1‏ 0مط۔ - =x‏ )0 
۲ معرفة و قابلة لاشتقاق على ]هه + : 0] و دالتها المشتقة : 
2 2 
عد _ 1- FOOT ALI lax‏ 
TEE 1+x [+‏ × 
لاحظ أن : على المجال ]مه +:0] کن 150 إنن :+ 0> پر 
منه : الدالة ۴ متناقصة على المجال ]هه + : 0] 2 x 0 ١‏ 


جدول التغیرات : ۳ 


x‏ - وڈ +1)ما“ رباع 

ع معرفة و قابلة للإشتقاق على ]دہ + : 0] و دالتها المشتقة : 

د لاہ RE‏ 1 کا ج 

1+x کی‎ 1+x 
EF رک‎ O1 + لاحظ أن على المجال ]مه + : 0] فان 0ج‎ 
: ]0 : + 0] منه الدالة ع متناقصة على المجال‎ 
# ۱0 + جدول التغیرات : بم‎ 

> 


و حسب جدول تغیرات الدالة ع فإن من أجل كل × من المجال ]6 + : 0] فان 0 > (×)ع 
أي : من أجل كل × موجب فان 0 > ×-(×*+ 181 
منه : من أجل كل × | موجب فان ۰ ( + 1001 
من العلاقتین (2) .و (3) نستنتج أن : 
من أجل کل × موجب فان x) & x‏ )18 ک 
3 - لتکن الخاصية : من أجل کل 7 من ]N*‏ : 0< مدا 
من أجل 8-1 : 23/2 را و 0< 3/2 اذن الخاصية محققة . 
تفرض أن : 0 < ,نا من أجل <1١‏ "1 
0< مدا ؟ 
0 < ,نا حسب فرضية التراجع 
6<(ك +1( u x‏ أن 6د ل +۱ 
Un+ı > 0‏ 
منه : الخاصية صحيحية من أجل 1 + ۸ 
:هن أجل کل و من *174 : 0< 
لتكن الخاصية : من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 533 


+ ( ۳۵۰+( 2 +1)ط< می ما 
نبرهن عن صحة هذه الخاصية بالتراجع كمايلي : 
من أجل 2-1 : 3/2- u‏ اذن : 3 ماد n‏ 
لكن (۳)3- )} +00 
إذن: ( +1)ماے Inu‏ 
منه : الخاصية محققة من أجل |=" 


14)ما- ln u,‏ من أجل 1< 


ری +( 3+ 1> In un‏ ؟ 


=In[u,(1 + 20‏ (,۵)ما 


> 
) د + ۱06۱ + u,‏ جا 


n+l 


5) 


موسر + =In(1+ (+0 + 1) + + In(1‏ 
إذن : الخاصية محققة من أجل 1 +1 

: من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 2 فان : 

u, = 1 + (+ ۸۱ 27 +‏ صا 


9 سب السوال (2) فان من أجل کل × من ]هه +: 0] فان +x) >  :‏ ۱00۱ > لدم 
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لنکتب هذه العلاقة من العلا 


سادا 


انم 


یا 


۸ 

3 

حر 

1 
0-2 مب نويد 

۷۸ 


١ 
-- سای‎ 
ابا‎ 
ہے‎ 
رن‎ 

۸ 

2 
ھ 

با ہب 


مت 
5 
0 
سادا 
ص 
مادم 
5 
ب 
ا 
۸ 
5 
~^ 
لا 
ا 
۸ 
سای 


بجمع هذه المتباینات طرف ل طرف نحصل على : 


E 1 1‏ 1 
با + لب > كد SOR 47 < 00۶2 (+ + (e‏ بر + + 
أي <S,‏ ملا ھا كما ٩۹,‏ و هو المطلوب 
لے سے 0 س0ت 
28 2 
1 
کہا 
شب پت 
1 2 
3-1 
8 3 ات 
1,1)۔زے 
)1( 
1 وت 
چپ tn E ees‏ 
10 
ك0 1 
E‏ ماک 
1 5 


شجة ایا میک ذا N CES‏ 


n+ 2 می+جھ‎ n+ 2 

۲ 1۱ ۱ 

lim 00 =0 صي[ لان‎ tn = lim ECE 
مه + ج ج1‎ 1 RSH CF 0 !ر6‎ ۱ 3 


افرین سا 23 
(,ن) المتتالية المعرفة على 1 ب 1,5 - وله و من أجل کل عدد طبيعي م : 1 -منا 2 > رجملا 
المطلوب : ميز فيمايلي بين الجمل الصحيحة و الخاطنة مع ۰ 
1 - المتتالية (,0) متقاربة نحو العدد 1 الذي هو فاصلة نقطة تقاطع المستقیمین الذين معادلتیهما < از و 8-1 3-2 
2 - المتتالية (,۷) المعرفة على 1 ب 1 - ,نا = م۷ هي متتالية هندسية . 
3 المتتالية (,۷) المعرفة في السوال (2) محدودة من الأعلی . 
المل = 53 
1 - لنثبت أن المتتالية (مدا) متزايدة (بالتراجع) 

لدینا + 2= 1 -(2)1.5 = y-1‏ 2- رہ 


إذن : Uo‏ > لا 
نفرض أن 0< بہلا - ونا من أجل 1 < 8 
هل 0 > ولا - ولا ؟ 


الب 
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Un‏ - 1 -منا 2 > ولا - اجونا 
un -1‏ = 
1< ونا < ما حسب فرضية التراجع 
un -1 >0‏ 
0 < بدا - رونا أي المتتالية (من) متزايدة من أجل 1 + ۸ 
تقيجة : المتتالية (منا) متزايدة على 100 
إذن : من أجل كل عدد طبيعي ۸ فان 1 < ونا < ملا 
و عليه : فالمتتالية (منا) لا يمكن أن تتقارب نحو العدد 1 . 
[ = ربمنا = رجولا 
un-1-1‏ 2< 
2 - ونا 2= 
(1 - )2 = 
۷۶ 2= 
إذن : فعلا (م۷) متتالية هندسية آساسها 2 
3- المتتالية (7) هندسية أساسها 2 و حدها الأول 1<0.5- 11:5 - ونا و 
آذن : "2 × 0,5 = م۷ 


lim Vn = lim 0,5x2" قب و +ے‎ 
ns + 0 چب مز‎ + 0 


إذن : المتتالية ((۷) متباعدة نحو مه + 
إذن : فهي منتالية غير محدودة من الاعلی . 


المو افقات في ,7 


,ء,۶ 


تعريف : 1 عدد طبيعي غير معدوم .2 و 6 عددان صحیحان : 
نقول أن العددين ۵ و تا متوافقان دید ١‏ إذا و فقط إذا کان لهما نفس الباقي في القسمة الاقليدية على 2 
و نکتب [0]تا =ه و نقرأ ۵ يوافق ط بترديد 8 


أمثلة : [3]5 1 لان باقي قسته کل من" 13" و - 3 لیا 5 هر 5 
[92]5 = 27 لان باقي قسمة كل من 27 و 92 على 5 هو 2 
[1]7= 20 - لان باقي قسة كل من 20- و 1 علی 7 هو 1 


نتيجة : من أجل كل عدد صحیح × فان [0]1 = × 
مبرهنة : 0 عدد طبيعي غير معدوم . 8 و ط عددان صحیحان 
یکون [0]0 ٤<‏ إذا و فقط اذا کان 0 -۵ مضاعف 1 أي یوجد عدد صحیح کا حیث 1+9 دج 
أمثلة : 
100-7 مضاعف 3 اذن : [7]3 = 100 
2:01 - احاف 3 إن : [1]3 20 
نشاط : ضع صحیح أو خطأ مع التعلیل : 


1 - [26<11]53 3- [32]5 2 478 
2 18]10[1 322 - 4- [5]7-=58 
الحل :۽ 


: 2 عدد طبيعي آکبر تماما من 1 
كل عدد صحیح ۸ یوافق باقي قسمثه على ١‏ بتردید ۸ (القنمة الإقليدية) 
أمظة : ٠‏ [17=2]5 + [6]8 30 
خواص : 7 و 7 عددان طبیعیان غير معدومان . 

۵ 0 ۲ 6 0 اعداد صحیحة.. 
1 - [2]2 = ۾ خاصية الانعکاس 
2 - إذا كان [۸<]0 قان [3]0 > ا خاصية التناظر 


3 - اذا كن | ل * فان _[0]ء >2 ,خاصية التعدي 


b = ء]٥[‎ 

4 إذا كان | [ضاط < ۸ نان [0]0 + تا ٤<‏ +2 خاصية الجمع 
[مال c=‏ 

5 - اذا كان ) لھا * فان [ه]80 >2 خاصية الجداء 
d[n]‏ دع 


6 إذا كان [1]ذا <8 فان [م]ء تا ےہ خاصية الضرب في عدد صحیح 

7 - إذا كان [0]تا هد فان [م]"ط 2 "ج خاصية الأ 

ملاحظة : من أجل کل عددين طبیعیین غيز معدومین 2 و 8 و من أجل کل عددین صحیحین 8 فان : 
as a= 0[‏ [م ماو عم و 


نشاط : عين باقي قسمة (5817-) على 251 
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الحل : بإجراء القسمة الإقليدية كمايلي : 


إذن : 44 + (251)23 = 5817 251 | 5817 

منه : 44 - (23 -)251 = 5817 - 3 502 

أي : 251-251 + 44-(23 -)251 = 5817 - 797 

أي : 7 + (24 )251 = 5817 - 133 

منه : [207]251 = 5817 - 44 
ملاحظة : یمکن ایجاد هذه النتيجة باستعمال الخواص كمايلي : 

لدینا باقي قسمة 5817 على 251 هو +4 إذن : [44]251 5817 


مته : [44]251 - = 5817 - (خاصية الضرب في عدد صحیح) 


من جهة أخرى :] [44]251 - 44 -. بنن : [44]251 - 2251 44- (خاصية الجمع) 
022512511 . أي [207051 2 44 ۔ 
نتيجة : حسب علاقة التعدي [44]251 - - 5817 - و [207]251 44-2 - 
إذن : [207]251 = 5817 - 
نشاط : عين الأعداد الصحيحة × حيث [2]7< 4 + ۲ 


ان کت إنن :۰ ]4-4-2-4 + 


ا 0 [2]7- = 
9 [2+7]7--0 + لان [7]7 0 
ای : [5]7 = x‏ 


نتيجة : 71+5-*« حيث 7 © 1 
نشاط : عين قيم العدد الصحيح × حيث [3]7 >3 
الحل : لتعيين قيم × ندرس بواقي قسمة ×5 على 7 من أجل كل البواقي الممكنة ل × على 7 
و هي ٔ ص+“  Ca‏ 4 6 

7 × فان [0]7 2 5 
x = 1]7[‏ فان [5]7٭× 5 
27 فان [10]7 ×5 أي [5×=3]7 
27 : فان [15]7 >5 أي [1]7< 57 
[4]7 × فان [20]7ء ×5 أي [6]7 =× 5 
[5]7 >< فان [25]7 < ×5 أي [4]7٭× 5 
7ے فان [30]7= ×5 أي [2]7= ×5 
نتيجة : يكون [3]7 = × 5 اذا و فقط إذا كان [2]7 = × 

أي 2 +71 =× حیث 2 ععا 
ملاحظة : يمكن تلخيص هذه الإجابة في الجدول التالي : 
6 | 23845 1 0 00 
502710159۳11642 
إذن : [5*<3]7 من أجل [2]7ء×أي 2+ )7= × 
نشاط : ناقش حسب قیم العدد الطبيعي ١‏ بواقي قسمة "3 على 5 

ثم إستنتج بافي قسمة العدد 3 على 5 
الحسل : لنبحث عن بواقي قسمة "3 على 5 من أجل قيم مختلفة ل ١‏ كمايلي : 


اذن : 


ب ۴ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲ 


0 30 4ج0 سے [5] 31:1 توت اد 3 
305011-017 ده اد م 9 [37-85 
2 2۱5۱ 32 6= -ه [4]5 < 37 2-۱-0 8.29-01 
0 3 رو 1707 300 II‏ 0 کے 3۳۰-251 


لما 9-4 فان [1]5 -"3 
لما 1 +241 فان [3]5< 37 
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لما 2 +1 0-4 فان [4]5< 37 
لما 1+3 5-4 فان [2]5< 3۳ 
بان 3 +(4)1009 = 4039 فان عن اكد ان كد 
لذن : باقي قسمة 3*۳7 على 5 هو 2 
التعداد ٠‏ 
مبرهنة : × عدد طبيعي أكبر تماما من 1 
كل عدد طبيعي ۵ حيث × < 4 يكتب بطريقة وحيدة من الشكل . 
a OER FRIAR Fek + ra x + x Fı + To‏ جک 9q‏ رب E‏ 


و 00 و OSri<x‏ 


مثال : 2 >2 ؛ 29 32ج 
29-16+8+4+1 
IRI [27 + ۱ 2+0 1‏ 
اع "كي ٩ 8 ٩‏ ل وق COE‏ رہ و ۲ لا وا 
نتيجة : × عدد طبيعي أكبر تماما من 1 و 2 عدد طبيعي . 
1 إذا کان ×> ه نسمي ۸ رقما في النظام ذو الأساس × و نرمز له برمز وحيد 
2 - إذا کان × < 2 نمثل العدد 8 في النظام ذو الأساس × بت )۲۲۲ ........ دو 0۲ 
حيث ر٣۲‏ + ۲۱۲ ما + الاير رو + x"‏ احج و>و>0 و OSrfi<Xx‏ 
حالة خاصة : اذا كان 0 = × نکتب ۲ ...... 801 و یسمی النظلم العشري 
مثال : في المثال لسابق لدینا : ۰ 1 +02 +22 عر 1 +23 »ا 1 +121 -:29 
اذن ؛ العدد 29 یکتب 1 في النظام ذو الأساس 2 
ملاحظة : أرقام النظام ذو الاساس ‏ هي [(1-»);...... :0:1:2) 
مثلا : النظام ذو الاساس 2 له الارقام (0:1) 
النظام ذو الاساس 5 له الارقام (0:1:2:3:4) 
النظام العشري له الارقام (4:5:6:7:8:9: 2:3 :0:1) 
التعداد و قابلية القسمة في ۲ 
لیکن ۸ عدد طبيعي یکتب في النظام العشري 80 81 د4 i‏ وق هر 


1 - یکون ۸ قابلا للقسمة على 10 إذا و فقط إذا كان 0= 0 

2 یکون ۸ قابلا للقسمة على 2 لذا و فقط إذا كان (6:8: 2:4 0)ع مه 

3 يكون ۸ قابلا للقسمة على 5 , إذاو فقط اذا کان (0:5)ع م2 

4 یکون ۸ قابلا للقسمة على 3 اذا و فقط إذا كان [0]3 > (مع + ره + سیت (an + ancl‏ 

5 یکون ۸ قابلا للقسمة على 9 إذا و فقط اذا كان [0]9 = (مع + رج + مك وق + (aR‏ 

6 یکون ۸ قابلا للقسمة على 4 إذا و فقط إذا کان [0]4 > (مه + ره 10) 

7 - يكن 4 قابلا للقسمة على 11 إذا و فقط إذا كان [0]11 > (20 + رو - (E Dan HE DALI tessa.‏ 
أمثلة : 


العدد 567 لا يقبل القسمة على 10 لان: 0 ۶ 7 

العدد 1728 يقبل القسمة على 4 لان 28 مضاعف 4 

العدد 115 يقبل القسمة على 5 

العدد 17382 یقبل القسمة على 3 لان (7+3+8+2+ 1) مضاعف 3 

العدد 7345591 یقبل القسمة علی, 11 لأن (1 +7-3+4-5+5-9) مضاعف 11 
العدد 275841 يقبل القسمة على 9 لان (4+1 +8 + 7+5 +2) مضاعف 9 
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تمار ين الکتاب المدر: سي 


التمرین - 1 

برر صحة العبارات التالية : 

1ے 1[ 3]7 ء45 3 [2]3 <13- 5ے [3]5 -< 137 
ST OR ES 152=2]3] -4 29=-1]6[ -2‏ 
1 کا 


ان 42 > 45-3 و 42 مضاعف 7 اذن : [3]7 < 45 
2 1(=30-)-29 و 30 مضاعف 6 اذن : [1]6 -< 
3 15-=13-2- و 15- مضاعف 3 اذن : [2]3< 3 
4 152-2-150 و 150 مضاعف 3 اذن : [2]3 2 2 
55 140 (3-)- 137 و 140 مضاعف 5 اذن : [3]5-=7 
10-6-<(7-)- 17 - و 10 - مضاعف 10 اذن : [7]10- = 
التمرين ‏ 2 
عين خمسة اعداد صحيحة × تحقق [1]4< 37 
ما هو العدد الطبيعي × الذى یکون أصغر ما يمكن حیث [4]< 37 
الحسل - 2 
2 - 37-5 و 32 مضاعف 4 اذن : [5]4 < 37 
0ع (3-)- 37 و 40 مضاعف 4 اذن : [3]4-< 37 
4 - 37-13 و 24 مضاعف 4 إإذن : [13]4 2 37 
8 < 37-9 و 28 مضاعف 4 اذن : [9]4< 37 
37-17-0 و 20 مضاعف 4 اذن : [37<17]4 
أصغر عدد طبيعي × یحقق [4]×= 37 هو باقي القسمة الاقليدية ل 37 على 4 كمايلي : 
4| 37 
9 36 اون 1  <‏ 
1 


اللعریناس 3 
عين کل الأعداد الطبيعية « الأصغر من 30 حيث [4]7 7 
الکو 
أصغر عدد طبيعي 0 يحقق [4]7 >7 هو 4=" لان 4-4-0 و 0 مضاعف 7 
لکن لدينا [0]7 = 7 
نتيجة : ات مثه : [4]7- 11 (باستعمال خاصية الجمع) 
ينس الطريقة دين | 0171 112 إذن : [4]7 = 18 (دائما خاصية الجمع) 
771 ہے 
یقن ا 
25-4 ۱ 
لت لخن : [4]7 = 32 نتوقف لان 30< 32 


خلاصة : الأعداد المطلوبة × هي (25: 4:11:18) 
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4  نيرمتلا‎ 


×ط عدد صحیح یحقق [140]12 = م 
عين باقي قسمة العدد " على 12 


الحل ‏ 4 
سے .کت E‏ 
: [8]12- 140 
فیط ۲. 0 0 مته : حسب خاصية التعذي [8112 2 ه 
[8]12 = 140 
بما آن 12 > 08 فان 8 هو باقي قم د على 12 
التمرين 51 


× عدد صحیح باقي قسمته على 7 هو 2 
عين باقي القسمة على 7 لكل من الأعداد الصحيحة التالية : 
٩ 50 5‏ 91 2 15 ت2 
[ 5 

باقي قسمة × على 7 هو 2 اذن : [2]7 < × 

منه النتانج التالية : 
گج إذن : [5]7 +22 5+ × 

7 7-0۳ 
منه : باقي قسمة 5 +× على 7 هو 0 


ان : :522-5071 


ی لدینا [7]7 =0 


إن : 


و 
٦ 0‏ ن 
مك لذن : [2]7 × 2= ×9 
[922]7 أي باقي قسمة ×9 على 7 هو 4 
2271 بنن : ز227 =× 15 - 
۳07کت [2]7 یج 15 - 
[027]7 
اان: [5]7 < ۸ 15 ۔ 
أي باقي قسمة 15 - على 7 هو 5 
دب 22211 لذن : 227 3 (خاصية اشق 
أي : [8]7 =× 
منه: [1]7= × لان [8=1]7 
اي باقي قسمة 2 .على 7 هو .1 


۸ عدد طبيعي أكبر من أو يساوي 2 


في كل حالة من الحالات التالية عين قيم العدد الطبيعي ¬ التي تحقق الموافقة : 


1- [ھ]0 = 46 - [1]0 > 10 3— [5]0< 27 
[ ۳۳ 
1- [0]0 ء 46 اذن : 46 مضاعف ۸" 
منه : ۸ قاسم ل 46 (2 <ظ) 
اذن : (46: 23: 212 8 
2 00000101 ی ۰ 10-1 تضاعف بو 


آي 9 مضاعف. ۸ 
أي ۸ قاسم ل 9 (2<) 


منه : (9: 613 ظ 


2 و 12 عددان طبیعیان غير معدومان . 
۾ و نا عددان صحیحان . 
أثبت أن : [م]ط > و یکافی [ہ a m = b m[n‏ 
الحسل - 7 
لاثبات صحة هذا التکافؤ يكفي أن نثبت الشرطین التالیین : 
(1) إذا کان [ہ]ط <ه فان ڑھ m[n‏ ط عصه 
(2) اذا کان [ص ]دہ طا = هه فان ماه 
إثبات الشرط (1) 
لیکن []ه كه إذن : (-2) مضاعف 1 
منه : (9 - 8)8 مضاعف 1117 
أي ص ۸-0 مضاعف 1 7 
أي am = b m[n mj‏ 
أي الشرط (1) محقق,. 
إثبات الشرط (2) 
لیکن [۳ دا طا = ده إذن : (۳ 0 - ص 4) مضاعف 10 


أي : (ط - 1۵ مضاعف 70 
أي (ط -2) مضاعف ‏ لان #۶0" 
أي [۸]ط < ۵ 
إذن : الشرط (2) محقق . 
خلاصة : [ہ]ط = ٥‏ یکافی (ص a m > 6 m[n‏ 
التمرین ‏ 8 
8 ,»4.2 ,8 , © آعداد حقيقية . 
برهن أن إذا كانت الأعداد (2 - ۸) ؛ (ط-8) ؛ (0-)) تقبل القسمة على عدد طبيعي غير معدوم n‏ 
فان العدد (ءطه - ۸1) يقبل القسمة على م 
الحل - 8 
(ھ - ۸) مضاعف ۲ إذن : []]8 ٭ ھ ... 
(9 - 8) مضاعف ‏ إذن : [م]ط < 8 ... 
(0-)) مضاعف ۱۲ إذن : [م[]ه 2 © نم 
باستعمال خاصية الجداء بين (1) و (2) نحصل على [هاط 
باستعمال خاصية الجداء بين (3) و (4) نحصل على [80:]1 > ABC‏ 
أي (۸۳8-00) مضاعف ‏ 
أي (۸8-300) يقل القسمة على 7 


E. 


9  نيرمتلا‎ 

0 و 13 عددان طبیعیان غير معدومین . حيث []0 = 1۸ 
۾ و اط عددان صحیحان . 

أثبت أن : إذا كان [م]ط = ۾ فان []طا <2 


136 


9 
n = 0[m]‏ . 2 مضاعف 11 
[]طا = ESLA) 7 a‏ 
أي (0  )8-‏ مضاعف 10 (بالتعدي 
منه : [0]ت٥ a=‏ 
التمرين ‏ 10 
۶٥ء‏ أعداد صحيحة حیث [30757]10 ۸ ۰ [15163]10=ط + 12924107 
1 - بسط الموافقات المعطاة . 
2 - عين العدد الطبيعي × حیث 9 > > 0 في کل حالة من الحالات التالية : 
a+b+e= x[10] (i‏ د( x[10]‏ ےہ +ط-و 
ب) a+b -c=x]10[‏ ه) abe = x[10]‏ 
ج) ab+ac+be= x[10]‏ و) x[10]‏ = ® +92 + و 
الحل تہ 10 
1 [30757]10 ۵2 إذن : [7]10 ٥<‏ لان باقي قسمة 30757 على 10 هو 7 
[15163]10 >5 إذن : [3]10 = ا لان باقي قسمة 15163 على 10 هو 3 
[12924]10 >6 إذن : [4]10 = 6 لان باقي قسمة 12924 على 10 هو 4 


بت [7]10 < ۸ 
1 2-7 إذن :۰ [3+4]10+ 7ےہ + a+b‏ 
[4]10 د٤‏ اي £ [4]10ء+-ط+هہ 
| وی 


a= 7]10[‏ 
ب) م [3]10 =ط اذن : [4]10- 7+3دء۔ط +8 


[4]10دء اي : [6]10دء-م+هة 
أي 6 2 


۵ 9 27 x 3]10[ a= 7]10[ 
8 × 4]10[ ۴۰ ج) + [۶3]10< بن‎ 
bc =3 x 4]10[ c= 4]10[ 


a= 8]10[‏ لان [8]10 <28 
[2]10 ۰۶ لان [22]10 12 
[2]10 +8 + 021 ۵6۲+ و 
bc=1[10]‏ +8 +29 

239851 


7 لان [1]10 = 21 


تمہ ی م 
۷ 
ہے بر خر 


a-b+c=7-3 + 4]10[ : ذن‎ 
a- b+ c= 8]10[ ۰: في‎ 
EE 


0 
| 
= 
5 


ذن : [4]10 × 3 × 7= ط4 
abc =4[10]‏ 


1 
تا 


سلسلة هباج 


2 
9 


انا ی 


[9]10 = 
أي [9]10 = 
c= 6]10[‏ 
مته ۰ 6۲10 و وعدت + +b?‏ 


a FB + 40] i 


x=4 أي‎ 

التمرين ‏ 11 
077 مضلع منتظم محيط بالدائرة (6) كما هو موضح على الشكل المقابل . 5 
1 نقطة متحركة على الدائرة (©) انطلاقا من النقطة ۸ OK‏ سے سی 
نفرض أن الإتجاه المباشر هو الاتجاه العكسيٍ لعقارب الساعة 
آوجد نقطة الوصول في کل من الحالات التالية : ۳ 8 
أ) ۲ تقطع 15123 قوسا متتابعة في الاتجاه المباشر . 
ب) 71 تقطع 2 قوسا متتابعة في الإتجاه غير المباشر . 7 0 
الحل ب 11 
بملاحظة الشکل نستنتج ما يلي : 
أ) في الاتجاه المباشر 
عدد الاقواس المقطوعة | نقطة الوصول] 
2 0 ۸ نتیجة : 

1 8 لیکن × عدد الأقواس المقطوعة في الإتجاه المباشر إذن 

2 6 إذا كان [0]5 = × فان نقطة الوصول هي ۸ 

3 0 إذا کان [1]5 = × فان نقطة الوصول هي 8 

5 إذا کان [2]5 = × فان نقطة الوصول هي © 

6 8 إذا كان [3]5 = × فان نقطة الوصول هي (1 

7 6 إذا كان [4]5 = × فان نقطة الوصول هي ٤‏ 

0 8 

5 9 


منه : بعد قطع 15123 قوس متتابعة في الإتجاه المباشر فإن نقطة الوصول هي ١‏ لان [23]5 15123 
ب) في الإتجاه غير المباشر : 


عدد الأقواس المقطوعة انقطه الوصول 


0 4 نتيجة : 
1 ۳ لیکن ر عدد الأقواس المقطوعة في الإتجاه غير المباشر : 
2 0 إذا كان = ۷ فان نقطة الوصول هي ۸ 
3 6 إذا كان فان نقطة الوصول هي ٤‏ 
1 2 0 إذا كان فان نقطة الوصول هي (1 
E 6‏ إذا كان [3]5 = ر فان نقطة الوصول هي © 
D 71‏ إذا كان [4]5 = ۷ فان نقطة الوصول هي 8 
8 € 
B 9‏ 
نتيجة : بعد قطع 15132 قوسا متتابعة في الاتجاه غير المباشر فان نقطة الوصول هي ١‏ لأن [22]5 15132 
التمرين ‏ 12 
عين باقي قسمة العدد 121527 على 5 
الحل د 12 


لذينا : [2]5 ,۹۶۹ >> 
إذن : يكفي تعيين باقي قسمة ار على 5 كما يلي : 
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سلسلة هياج 


ندرس أولا بواقي قسمة "2 على 5 من أجل قيم مختلفة لت 2 من 11 
2-5 إذا كان 9-4 قان 

21 9 اذا كان 1 +412 >2 فان 

اذا کان 2 +41 = م فان 
إذا كان 3+ 0-241 فان 


۱ 


دا نم 


عين بواقي القسمة الاقليدية لكل من الأعداد التالية على 5 : 


ؤال اترام 3- 1429( 
و ے اقالٹرووی A4‏ )954 
الحل ‏ 13 
1د [1]5 371 إن (DS‏ (0۵71) 
أي : [۱]5 یت 
منه : باقي قسمة *(371) على 5 هو 1 
2- [4]5ء 579 
لكن [42-1]5 لان (1 -)-4 مضاعف 5 
إذن : حسب علاقة التعدي فان [1]5 - < 579 
41 120 = (579) 
اف [۱]5 = )579( 
7 ۳ 


إذن : باقي قسمة *579(۳) على 5 هو 1 
3- [4]5 14292 إذن : [1(]5-) < 1429 


منه [1(۳۹]5) = *(1429) 


أي [1]5 - ع )1429( 
أن [4]5 = "1429(20) لأن [1<4]5 - 
إذن : باقی قسمة (1429) على 5 هو 4 
4- [4]5< 1954 اذن : [1]5 - = 1954 
منه : [1(۴۶]5-) = 1954(6۶) 
أي [1]5 = )1954( 
منه باقي قسمة ©©'(1954) على 5 هو 1 
التمرين ‏ 14 
عين بواقي قسمة الأعداد التالية على 9 
1- )1754( 2 ")34572 3- "6875 
الحل - 14 
إذن ٩]9[‏ = 
9_| 1754 ا خی ۲۰ 
۲ 85 منه [1(']9 -) = (1754) 
44 أي [۱]9 = *(1754) 
8 منه باقي قسمة *(1754) على 9 هو 1 
إذن : [3]9 = 34572 
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منه ۰ [9] 23۳ *(24572) 
9 34572 آي : ]359 x‏ ہت )64572 
نے 2 أي [9] 3 × x‏ 9= )64572 2 
12 أي [34572(4575-09) لان 3455 ×9 مضاعف 9 
3 منه : باقي قسمة 34572(*7) على 9 هو 0 
3 منه [6]9 = 375 
۳ 9 2009 6 375 
پان دو 
أي [و]3(20 x‏ 2) = 
EVE 22009 „ 2009 ۲ 375 9‏ 
41 15 أي ام 
6 أي [22009]9 3x 2007 x‏ 372 
2 209ر و 75 
23 [0]9 = 375( 
و 
منه : باقي قسمة *375(299) على 9اه 0 
التمرین - 15 ۱ 3 
برهن أن العدد 09 + 32009 نب 22009 نب 12009 يقبل ال ع 5 
الحل ب 15 
[و]1 1 ان : [و]1 1۳۳ 1 
[1]5- = 4ن :172051 كلدي آي اي 1ك ةبه زم 
[2]5-= 3 .یٹ شدت )= 3 
۳ 22007321 35 قاع 53 9ر 
7 : 5 00 
[2<2]5 ان : [5] 2 = که 
: الموافقات (1) و (2) و (3) و نحصل 1 
جک ما 1 2 1 - 11ت _ 22009 ین 300 سن 009ھ کن 4 
2 3 2 2009 
آي : زین ے 2200 + + 32009 2009ی 1 


منه * العدد 09 ل ۹2009 22009 ی2009 یقبل القسمة على 5 


ال نے 16 2 ۳ 
برهن أن العدد 07ھ + 07 ود 07 02007 72007 یقبل الق علی 7 
الحل - 16 
اک او سو EEE‏ 
ے 2007 2 
62-1077 لت : [1۳۳۳7 )2 تم اي 21۳7 6 2 
وو ے 29 نت 
2 2 2 و 2007 _ 22007 
[52-2]7 ون [7) 427 5۳۳ اي 7 7۷ ید ہہ 4 
ل تو 9 
2007 
[3]7 - = 4 إذن : [7] 4(7 -) = "4 أي [7] 3= a‏ .)6( 
فقات ٠‏ (2 ۰ (3) ۰ (4) ۰ (5) ۰ (6) طرف لطرفاتخضل على ر 
ا و ون 1 ا +2121 07ھ + 32007 .7 207 1 22007 5 0ع 5 ودر 
7 0 ی [0]7 ب 2 2001م 5 02 427 320070 55 2007 ۰ 2001 
مته باقی قسمة العدد 07 + 52007 42007 + 207 + 22007 دب 200ر على 7 هو 0 


8ج _ 2008ء„ 2007ی _ 52008 ب 42008 _ 32008 ڕ 22008 


2 12005 یقبل ال 2 على 9 


برهن أن العدد 
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17  لحلا‎ 


EES 2008 1]9[ 

1191 82 لات ۰ ]179 5 سے 82005 منه منه [1]9 = ے و e‏ 
اليه > 06 ا را )3( 

[2]9 - < 7 ان 1 209 مآ 72008 ہیں [22*]9 RE‏ 2 


22 06 
3 3 


أي 3306 وا :32008 منه [0]9 5 08 
[و] 2007 = ور 
[4]9 -=5 إذن AEN:‏ € ے 2008 أي 497 = 52008 3: 0( 


08 بر 32008 - 62008 إذن : [0]9 = 0 لأن (و]ن = 08 
1 _ 22008 + ل 42008 + 2008۔0 222008 [ 2008 20 پت 62008 2008و + 42008 ,32008 نب 22008 + 2008[ 


أي 5 [0]9 کت 8200 _ خسار + 8ھ ون 52008 420084 1 32008 2 008ھ 7 2008 
۳ : العدد 223 کے 2008 4 9 4 ۹4208 2005 _ 22008 ا 22008 5 28( مضاعف 9 

18  نيرمتلا‎ 

أثبت أن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ور یکون العدد 4۳*۱ + 32*۱ + ا220 + 1۳*1 قابلا للقسمة على 4 
الحل - 18 

من أجل 0 < 1 : 

ہی ا 

[1]4 - ۱۳۳4 )3۳2 اي [1]4 -< "3 


وب 


[0]4 = 
بجمع الموافقات (1) ۰ (2) ۰ (3) ۰ (4) نحطل على : 

[4: روب | ے او باب ارب ۳ أي [0]4- 71 32پ 2201 + 20+1 

اذن : العدد. 42*41 ا3 ا2 + 02071 قابل 10 

من أجل کل عدد طبيعي غير معدوم ١‏ فان العدد 42۱ +321 +27۳1 + 12۳ قابل للقسمة على 4 


ے 22 لذن و اق یت 7 آي [0]4 ے 1" 


3 
۱ 


19  نيرمتلا‎ 

برر أن من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم « يكون : 

1- [7254"209 3- [0]5 ء "1785 
2- [0]2< "3532 4- [0]11< 515027 
الحل - 19 


- [7254=0]9 منه 7254-019 أي  0[‏ "7254 
2- [0]2ء 3532 منه [ 0'2 353872 أي [0]2 = 3532 


3- [178520]5 منه [785"=0"]5] أي [0]5- 17851 
4- [0]11< 51502 منه [0]11< 515021 أي [0]11 "51502 
التمرین - 20 

1 - عین باقي القسمة الإقليدية للعدد “(3286) على 10 

2 - عين باقي القسمة الإقليدية للعدد ‏ (76) على 12 

20  لحلا‎ 

- [6]10 = 3286 إذن [6(77*]10) = (3286) 

لندرس بواقي قسمة "6 على 10 كمايلي : 

جو إذا كان 0= م فان [1]10< 67 
220 3 اھ 0م فان [6]10 "6 
[6]10 = ¢ 


نتيجة : [6]10 = 6 إذن : باقی قسمة ”(3286) على 10 هو 6 
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2ے [4]12= 76 إذن [4(7]12) =* 26 
لندرس بواقي قسمة "4 على +12 كمايلي : 


[1]12 =4 
[4]12 = او ۱ اذا كان 0 فان [1]12 < 4۳ 
[4]12 > 4 لا کان ۶0 ۸ فان [4]12< 4۳ 


47 = 4]12[ 


نتيجة : [4]12 = 47 إذن : باقي قسمة (76) على 12 "هو 4 


التمرين ‏ 21 
1 - أثبت أن من أجل کل عدد طبيعي م فان [2"<0]7- 3 


2 أثبت أن من أجل کل عد۔ طبيعي ه ليس مضاعف 3 فان 2+1 +27 مضاعف 7 


[ ے28 
1 -[4]7- 32 منه [4(]7-) =" 
أي ۰ ۱7 د" 
أي [167]7 
. 0 0ا" 
أي 200 پوت 


e 8:‏ =۸ حیث ‏ عدد طبيعي و Si)‏ 

234+ 2ے‎ 300 + 23۳ 1 
= 2۳ بر + 22 پر‎ 2* + [ 
= 64 x 4 + 8P x 2* + 1 


1 و نو 0 [1]7 = 64 


[1]7ڈ [1]7ء ”8 


٦+ x 4F+ 8P x 2+‏ +2 +2۳ 
أي : [۱]7 + *2 + “4 = ] +20 + ”2 
من أجل 1 =): 207 2+1 +124 +2۳ +2۳ 
من أجل 1-2 : [16+4+1<0]7 2 2+1 +2۳ 
نتيجة : من أجل کل 9 غير مضاعف 3 فان العدد 1 +"2 27,,مضاعف 7 
التمرین س 22 
برهن أن من أجل كل عدد طبيعي « يكون [0]5 2۳*٩‏ + 3۳77 
الكل 200 


2 منه 2۳*16*2۳ 


1 ای 332 17 9 (27 3302 
: ]5[ 16 اذن : [2"]5 ="2× 16 اي [2"]5 2۳*2 0 
7 إذن : [27]5ء"(27) 
: [4]5 9 أي [1]5- 92 
[2]5 ۶ (27) ۱ 
ہت [1]5 5 3 
من (1) و (2) نستنتج أن : 0ء" 
ے 2*4 + 30و وم امظاوت 


التمرين ‏ 23 
م عدد طبيعي . نضع 1+ "10 (1- ۸ 9) =4 
برهن أن ۾ مضاعف للعدد 9 

الكل - 23 

9n = 0]9[‏ اذن : [1]9 -> 1 حم 9 .. 
[1]9 10 اذن : [1]9 ء107 


(1) 
دم 
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من (1) و (2) نستنتج أن : [1]9-="1(10-ہ9) E‏ 
لکن [1]9 < 1 000 
اذن : بجمع (3) و (4) : [۱]9 +1 --1 +1(10-م9) 

أي : [0]9 ے 1 + "1(10 -م و) 

أي 1 +"9:1-1(10) مضاعف 9 


التمرین - 24 


برهن أن من أجل كل عدد طبيعي م فان 3۳7۶ +2۳۳3 مضاعف 17 


ادن "(81) × 240*29 
إذن1: +3" (64) 2٠020‏ 
کر ن. + ]81۳21371711 
64٥ 21371711 ۳ *13]17[‏ 
ا و نک 
x 64" = 8 x 137]17[‏ 8 
إذن : [137]17 × 8 + "13 دو x64"‏ 8 + "81 رو 
أي : ]17[ "13 x‏ )8 + 9( = 64° برع + "1و عرو 
أي 9x 81" + 8 x 647 = 17 x 13" [17] ٠‏ 
أي : [0[17 = "2 +32 
إذن : اع 311527797 مطناعف 17 
التمرین - 25 
برهن أن من أجل کل عدد طبيعي 1 العدد "3 + 2*۳1 یقبل القسمة على 29 
الحسل سب 25 
۳ ر 2ے 23۳۱ لذن : 32(۳) 2 < ا*230 
بد 3ح 2 7و اد دو 
[3]29 = 32 [3"]29 = "32 
منه : [3"]29 × 2= "32 × 2. )1( 
من جهة آخری : [27+3"]29 = "3 <27 2٠‏ 
بجمع (1) و (2) : [31]29 ×27 +31 × 2= 31 27 +32 2x»‏ 
اي : ۰ 291 3× 277+ 0 273 +20 2 
أي : [37]29 x 32" + 27 « 312.29 x‏ 2 
آي [0]29 = *3 × 27 + "32 2 
منه العدد ”2 + "3 يقبل القسمة على 29 
الثمرين ‏ 26 
۾ عدد طبيعي كيفي 


1 - عين تبعا لقيم ١‏ باقي قسمة 2م على 4 

2 - برهن أن إذا كان 8 عدد طبيعي فردي فان [1]8 -2م 
الحسل - 26 

لیت 

n= ]4[ 08 7‏ 
11101 0014.0 
2 - لیکن ۸ عدد طبيعي فردي إذن : 1 +1 2 > م حیث 10ع 1 
لندرس بواقي قسمة (1 + 21) على 8 حسب قيم ۲ 

5 


تہ اه ال اس 


داح او ات 


ے اہ ثاات 
SESE‏ 


ڈاانات 
ناد ات 
| اس 


ہ اب اس 


نتيجة : من أجل کل عدد طبيعي 1 فان [1]8 1(2 K+‏ 2) 
إذن : من أجل کل عدد فردي 8 فان [1]8 < ”1 
التمرین ‏ 27 

1 - برهن أن اذا کان × عدد طبيعي فزدي فان [1]16 = n“‏ 

2 - برهن أن إذا كان العدد الطبيعي « لیس مضاعفا ل 5 فان باقي قسمة *8 على 5 هو 1 
الحصل - 27 

1 - بواقي قسمة 24 على 16 حسب قیم 28 
5 ۱ 4 
1 ۱ | 0 [110]1]0]1]01]1]011 


< 
.7 
دنا 


[7]16٭ 
[7]16 < ثم 


° 


نتيجة : إذا كان « فردي فان [1]16 =" 

2 لندرس بواقي قسمة ۸ على 5 حسب قیم 5 

4 ال ۰2 لك كر a EOL‏ 
n" <1]5[ | 0 1 TW‏ 
« لایوافق 0 بتردید 5 فان [1]5 42م 

« لیس مضاعفا ل 5 فان باقي قسمة 1۶ الیم 15 هو[ 


2 - يكون [3]5 = × 2 اذا و فقط اذا كان [4]5<: أي 51+4 <× حیث 2 ءا 


مثلا: من أجل 1-3 "2-11 اذن : 2-22 و [3]5 222 - 
من اجل 1-2 : 214 لان.: 228 شوم [3]5 5 28 
التمرین - 29 
عين قيم العدد الطبيعي « التي يكون من أجلها العدد 2 - + 7 قابلا للقسمة على 7 
الحسل - 29 
6 51 ] 3:14 2 01 ]71 82 
6 61 02-1 
۳/۱۳ ۳ 
3 2 013 0۱1 | 5 3۳۸-2270 
نتيجة : يكون 0-2 + م قابلا للقسمة على 7 إذا و فقط إذا كان [0]7 2 - 2+ 2م 
أي [1]7>ه أو ,3]7 =" 


منه قيم 7 المطلوبة هي 1+1 5-7 أو 2-71+3 حيث ke N‏ 
التمرین = 30 
من أجل كل عدد طبيعي 2 نضع ,18 باقي القسمة الإقليدية للعدد "2 على 9 
1 - أتمم الجدول التالي : 
6( 1 
Ra‏ 
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2 - استنتج ,12 من أجل کل عدد طبيعي 7 

3 - عین حسب قیم العدد الطبيعي « باقي القسمة الاقليدية للعدد "65 على 9 
4 - استنتج باقي قسمة العدد "657 على 9 

الحل - 30 


تا ی ےی NE‏ 1 
7 
2- ذا کان 7 فان Ril‏ 
إذا كان ۰1+ 61 فان 22 م1 
اذا کان 2 + ) 6 = ۰8 فان ۰ 4= م1 
28 ,1 

3: 


u 
اس‎ 


"1 


إذا کان 3+ 61< فان 
اذا كان 4 + 1 2-6 فان 
إذا كان 5 +61 م فان 5حخحہتظ 
3- [2]9= 65 إذن : [2"]9 < 657 
إذن : بواقي قسمة "65 علی 9 هي نفسها بواقي قسمة 2 ای 9 
حسب الجدول التالي : 
[4[61+5 +161 61+3] 2 +۱۱6۷ +6161 0 
5 7 8 4 2 | 1 | باقي قسمة 657 على 9 
4- 1+ (2011-6)3353 إذن : 1 +61 2011 
منه : باقي قسمة 657 على 9 هو 2 


التمرین - 31 
1 - آوجد باقي قسمة العدد *4 على 11 
2 - استنتج بواقي القسمة على 11 لكل من الأعداد “37 ؛ "37 ؛ 377 ؛ 37*3 و 3754 حیث 6۷ 1 


الحصل - 31 
رد 47-1117 [1]11< 
4111 2 '4 
50111 < 42 منه 
9111 2 (4 29111 4% 
4٩ < 3]11[‏ ا م 


[11]: =4 و هوالمطلوت 
2- [24]11< 37 إنن : [4]11 377 حیت 1 8 
إذن : بواقي قسمة "37 على 11 هي نفسها بواقي قسمة "4 على 11 


منه الجدول التالي : 
5١15107151+ 2156+315+4‏ ۳ 
٣ 22 9 3‏ اداقي سنۂة 377 على :11 
عين کل الثنائیات (1: ) من الأعداد الصحيحة التي تحقق : 2٢23۲‏ 
الحل ‏ 32 


إذا كان (۱: ×) حل للمعاداة 3 ×2 فان 0= 25-3 أي [0]3 ×2 

لنبحث إذن عن قیم × كمايلي : 

2 

1 ۲ 

اذن : یکون [0]3 = × 2 اذا و فقط اذا كان 

نعوض × بت 36 في المعادلة نحصل على : 
منه : 


نتيجة : حلول المعادلة 2-3 في 72 هي کل الثنائیات (31:216) حیث 12۰ 
التمرين ‏ 33 

حل في 722 المعادلة ذات الاجهول (رز») التالية : 1= ۲ 2-5 BE‏ 
الحل ب 33 

المعادلة. (1) تکافی 57+1 ح×2 

لذن : اذا كان (:) حلا المعادلة (1) فان [1]5 >2 

لنبحث اذن عن قیم × كمايلي : 


جد | دب 


نتيجة : یکون [1]5 = × 2 اذا و فقط إذا 
نعوض × ب 3 +516 في المعادلة 3 


2051+ 3(- 5۷-1 
۱01+ 6-1-5 
10k 


خلاصة : حلول المعادلة (1) في 22 هي الثنائیات (1+غ1 3:2 + )5) حيث 2 > ) 
مثلا : من أجل 1-1 : (8:3) حل للمعادلة (1) . 
التمرین ‏ 34 
حل في ,7 الجمل التالية : 
اوت a‏ ہے و 
x = 1]6[‏ [1]3 2 ×4 
الحصل - 34 


×3]5[ x= 3]5[ 
تی‎ 51 01 


ادج زوا ۳۹ 


1 +6 تسد 
© 
لنبحث عن قيم 1 حتى يكون [2]5 = 6 كمايلي : 
3E‏ سم سد EEO‏ 
EAE‏ | 0 [5] 612 


نتيجة : یکون [2]5 K‏ 6 اذاو فقط اذا کان K=2]5[‏ أي 2+ ,5= k‏ حيث 67 3 


إذن. 65872721 =£ 
أي : 13 + 1 30 = × و هي حلول الجملة المطلوبة حیث 2 € 1 


و 12 1 کے کن 
x= 1]3[‏ 4 [1]3 × 4 
kez‏ یں 
x= 1]3[‏ 4 


2 1+1 
4(2 17+ 1(<۱3[ 
۳ x=2k+1 


8k+4=1[3] 
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سلسلة هباج 


1 
ال 


x=2k+1 
SSK OB] 


لنبحث عن قيم 1 حتو, يكون [0]3= )8 كمايلي : 

021 112 

1 2 820 
إذن : یکون [0]3 = × 8 اذا و فقط إذا كان [1<0]3 آي 30 حیث 2 8 

نتيجة : 1( 23 =× أي 1 +6 = × هي حلول الجملة المطلوبة . حیث 7 © 8 

35  نيرمتلا‎ 

أنشر الأعداد الطبيعية التالية المكتوبة في النظام ذي الأساس العشري 


24 ۰ 5723 ۰ 503019 -ع 
الحل - 35 
لبت ۴ + 103 2 + 102 »71 +4310 12734 
وت 107 5 +107 7x‏ +210 +3 - 5723 
x 10 +0 x 10 + 3 10 +0 x 10* + 5 x 10° 3‏ 1 + 5030199 
التمرین - 36 
آنشر الأعداد الطبيعية التالیة المكتوبة في النظام ذي الأساس 6 

۸24 ؛ 1523خط + 03012ڈی 
الحسل - 36 
95 6+262 3۷+ 234-4 
ات 6 x‏ 1+ 6 5 +6 1523-3+2 
کہ 6 5 + ^6 x 6 +0 x 6 + 3 x 6 + 0 x‏ ] +2- 503012 
التمرین ‏ 37 
أكتب في النظام ذو الأساس 7 الأعداد التالية : 
ا 5+ رو +272 +73 دع 
س b=5x7?+2 x7‏ 
c=6x7+2x7+1 3‏ 
الحل - 37 
اد 5 2 5 + 37+ 27+ 73 و 
ات 0> 2*7 + 77 پر ےا 
وے 1-6021 + 27 ++ پر6 سع 
سا 


۾ عدد طبيعي حیث 5 < 2 
نضع ۵+3 +۵ 2+ 405 - نر 
أكتب العدد 71 في النظام ذو الأساس 2 


الحل - 38 
5 82 این : کل من الاعداد 0 £ 1 ۰ 2 : 3 ۶ 4 هي أرقام في النظام ذو الأساس ۹ 
إذن : 3+ و + پ8 2 + ۵۳ 4 ۱۱-4 
+a+3‏ تو 0 + تع عر 2 + 4a +0xa‏ - 
753 في النظام ذو الأساس 2 
التمرين ‏ 39 7 


العددان 2306 و 1035 مکتوبان في النظام ذو الأساس × 
1 - ما هي أصغر قیمة ممكنة للعدد × 
2 - آنشر العددین وفق الأساس × 
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سلسلة هباج 


39  لصحلا‎ 

1 - آکبر رقم يحتوي عليه العددان هو الرقم 6 إذن : أصغر قيمة للاساس × هي 27 7 

وک می أجل 7 ہیں کہ 23 جاتر 3 + ير 0+ 6= 2306 
x +0 x × +>‏ 3 + 5 - 1035 

التمرین - 40 


إليك الأعداد 2 ؛ 4 ؛ 7 + 33 مكتوبة في النظام العشري ٠‏ 
أعد کتابتها في النظام الثنائي . 


الحل - 40 سے 
0+۷ جيه . اذن : 2-0 
2 +02 +420 نی + 4-1007 
+i 7-1 RON 2‏ 7-111 
ڈو پر ] +24 پر0 + 23 ير 0+ 2 × 2+0 »0+ 1< 33 تن :1000011 = 33 
التمرین ‏ 41 
"م عدد طبيعي یکتب في النظام الثنائي 1101101 _ 
ما هو أساس التعداد الذي يكتب فیه ‏ كمايلي 214 
الخكن - 41 
لنبحث عن ١‏ في النظام الشري : 
6 مر [ + 25 هر 1 + 24 بر0+ 23 ع 1ع 22 عر 1+ +0x2‏ 1 > 1101101 
1+4+8+32+4- 
5 9 = 
ليكن ١‏ مكتوب من الشكل 214 في النظام ‏ حيث 5 < 2 
إذن : 22 +ع +4 - 214 
نتيجة : 9 = x + 2 x‏ +4 


أي : 0= 105 -× + × 2 هي معادلة من الدرجة (2) ذات 
المجهول الطبيعي × حيث 5 < 7 
)29( = 840 +1 < ۸ 


35 و 5 
وس ار 
ان : 54 4 

ا سے 
إذن : العدد "٠‏ يكتب من الشکل" 214 في النظام ذو الأساس 7 
التمرين ‏ 42 5051 
ما هو أساس التعداد الذي يكون فيه : 43 × 21 = 2003 
الحل ‏ 42 


لیکن × أساس التعداد المطلوب . حيث آ٦1‏ © × و 5< ۲ 


x +3‏ 23-2 + یر0 +ع 0+ 3 - 2003 
3+ 10 +تبرع- رده +2:()3+ 1) 43 ×21 

2 +328 + 10 +3 

أي : 0ک رو ار ث2 

منه : 5-0 - 4ث لان 5<× أي ۶0 


التمرین 43 
في كل حالة من الحالات التالية آوجد أساس التعداد الذي تکون فيه المساواة محققة : 
1ے 411-1523 
2ك 21714-324 
الحل ‏ 43 
1ے 23 × 411-15 ليكن × أساس التعداد إذن 6۰ < × 
+4111 
215( 2 + 6+00 23 15 
منه 5 +۱3 +۱2 جع +4 
اي : 0- 2-12-14 
167) -256- 112 + ۱44 - ۸ 
مرفوض 1-- ہر 
GS‏ 
X2 4 17‏ 


نتيجة : المساواة_23 × 15 = 411 محققة في النظام ذي الأساس 7 
2 14-324 21 لیکن × آساس التعداد إذن : 5<× 
4+ 9+ 22 - (4 +1 +2 -14 21 
4+ يرق - 324 


منه : 4+ عو + 22 - 2+ کرد 
2 

x =7x=0 أي‎ 

x(x-7)=0 أي‎ 

أ ۲ مرثوض 0-× 

يي - و x=7‏ 
نتيجة : المساواة 4 = 14 × 21 محققة في النظام ذو الأساس 7 
التمرين ‏ 44 
في أي أساس تعداد × یکون 63 + 77 = 162 ؟ آحسب 63 77 في النظام العشري ثم في النظام ذو الأساس 8 
الحل ‏ 44 


لیکن × أساس التعداد.. إذن 8 < × 6+2 + 162 
0 +13 6+3 +7 63-7 +77 

إذن : 0 + 2-13 +6 + 
أي : 0-8-0 1-7 
A= 49 + 32 < 1‏ 


نتيجة : آساس التعداد هو 8 = × 
منه : 3 - 7+ 56 > 7+ 77-78 
3-51 + 3<48 +268 63 


اذن : ت 3 = 51 × 63 = 63 7 
منه : العدد 63 77_يكتب 3213 في النظام العشري . 
حساب العدد 63 × 77 في النظام ذو الأساس 8 

الطريقة الأولى : إجراء عملية الضرب عموديا كمايلي : 
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نتيجة : 
تحقیق : 


2و = 8+2 5 - 67-42 
نکتب 2 و نحتفظ ب 5 275 


ہچ چک ھت 7 
3 


چ4 - 7|67 
5-7 + 42 - الاحتفاظ + 42| 3 

7-57-+417-5*8 | 275 
نکتب 57 دون احتفاظ ا روخ 
۷ 5+0<5] 77 
11 = .+ 29-18 2+ 63.17 
نکتب 1 و نحتفظ ب 1 DES‏ 


2135 
0+5=5| 77 
1-6 + 5= الاحتفاظ +5 | 63 

نکتب 6 (دون احتفاظ). | 275 


77 × 63 > 5 


6215 - 6» 83+ 2» 82+ ] «8+ 5 


< 3072+ 128+ ES 
23 


الطريقة الثانية : لدينا في النضام العشري 3213 = 63 ×77 
لان : باجرام عملیات اق علی 5 ا 


6 چ 


3213 
013 


1 ie 


3213 لكام الاساس 8 
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التمرين ‏ 45 
عين فيمايلي أساس النظام الذي تکون فيه المساواة محققة : 
x23=276 -1‏ 12 


541 = 22 ×32 -2 


1 - 125255276 ليكن × أساس النظام حيث 8 < × 
x + 3( = 212+ 7+6‏ 2()2 + 124232 
2x 76‏ 2716 
اشن ا 6+ 7+ 6-2 + ور 7ج 2x‏ 
بما أن المعادلة محققة دائما فان قيم × الممكنة هي کل الأعداد الطبيعية الاکبر أو تساوي 8 
2- 222*32 541 لیکن ‏ آساس النظام حیث 6 کے 
SE +4x+1‏ - 541 
x +2) x +2) = 6x +10x+4‏ 2 = 32× 22 


إذن : 104+ 6 -1 +4 +5 
أي : 3-0 +6 + xX‏ 
36-124 < ۸ 
مرفوض نگ 1 
+6 
مرفو 20 لہ 0 
نتيجة : لا يوجد أي أساس نظام تكون فيه المساواة 32 × 22 07 
التمرين ‏ 46 
أكتب في النظام الثنائي العددين 0 و 100 المكتوبين في النظام العشري 
الحل د 46 


باجراء عمليات القسمة المتتالية كمايلي : 


2| 18 
ا 57 تو 


ادن 10-0 1 
التمرين ‏ 47 PN‏ . 
1 - في أي أساس تعداد يكون 35 + 13 = 51 وا ری 
- أكتب المساواة (1) في النظام الثنائي . 
الحل = 47 0 
1 35+ 13= 51 لیکن × أساس التعداد حيث 6 < × 
51-1 
4+8 5 +ع و + 2+3 35+ 13 ۳ 
لذ + Sx+1=4x+8‏ 
أي x=7‏ 
نتیجة : نظام التعداد هو 7 اس 
لت 3 51275-706 
0ھ 3+ 1۰7 132 
56+ 2377 35 
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لنحول الاعداد 36 ؛ 10 ۰ 26 إلى النظام الثنائي كمايلي : 
362 
0 


8 
0 


1-0 


دا سب[ 
دراه 


دا =[ 


2 

0 2 

0 4 کت 
36-0 10-0 _ 6-0 

إذن : المساواة (1) تكتب في النظام الثنائي : 11010 + 1010 = 100100 

48  نيرمتلا‎ 

لیکن 8 عدد طبيعي يكتب في النظام العضري 72881 

أكتب 2 في النظام ذو الأساس 12 ثم في النظام ذو الأساس 7 


بات ہے 


ا 


الحل - 48 
1 - الكتابة في النظام ذو الأساس 12 : 12 
12| 506 
إذن : 36215 = 72881 3 48| 72 
ا 6 اللا 
2 - الكتابة في النظام ذو الأساس 7 70 | لها 
7 
4877 34 | 08 
7 212 ۱08 ۰.61 11۱ 
51 
E‏ 2 
إذن : 422324 = 72081 
التمرين ‏ 49 
أكتب في النظام العشري العدد 3752 المكتوب في النظام ذو الأساس 8 
الحل ‏ 49 ج 
x 8+ 7 x 82+ 5 x 8 +2‏ 3752=3 
2 + 40 + 448 + 1536 = 
6 = 
التمرین ‏ 50 
آکتب في النظام ذو الأساس 12 العدد 6175 المكتوب في النظام ذو الأساس 9 
الحل - 50 
نبحث أولا عن العدد مکتوبا في النظام العشري كمايلي : 
x 9+5‏ 7 +92 ير 1 + 93 غم - 6175 
5 +63 + 81 +4314 - 
3 = 
لنبحث الآن عن كتابة العدد 4523 في النظام ذو الأساس 12 12 4523 


لاحظ أن 11 هو رقم في النظام ذو الأساس 12 2 ۱376 92 
إذن نرمز له بالرمز 8 12 31| 16 | 83 
2 0|2 


111 ۶ 

منه : 2746 = 4523 
الت 
أكتب في النظام ذو الأساس 7 العددين 234 و 1040 المكتوبين في النظام ذو الأساس 5 
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الخال ب 51 
آولا نبحث عن كتابة الأعداد في النظام العشري كمايلي : 
69 = 4+ 15 + 4-50 +5 3 + 52 2 234 
x 53+0 x 52 + 4 x 5 + 0= 125 + 20 2 45‏ 1040=1 
ثانیا نجري عملیات القسمة المنتالية على 7 كمايلي : 


07" 1457 
7 619 7 20| 05 
7 7 هلها اد 

210 Mio 

اذن 16 69 و 65 = 145 


۾ عدد طبيعي حيث 1 < 8 
اکتب ه ؛ کو ؛ ج في النظام ذو الأساس 2 
[ تب 52 
من أجل كل عدد طبيعي 2 حیث 1 <2 لدينا : 
xa +0‏ 2-1 اذن : 2-10 
x a +0 x2 +0‏ 1= إن : 100 = a‏ 


x2 +0‏ 0+ 2ه x +0 x‏ 1= تو آإإن : 1000 = تو 
التمرين ‏ 53 
في النظام العشري ۸ عدد طبيعي أكبر تماما من 2 و 5 مجموع أرقامه . 
أثبت أن ۸ يقبل القسمة على 3 اذا و فقط إذا كان 5 يقبل القسمة على 3 


الحسل ب 53 
لیکن 81:80 ۰ 2 مة وق = ۸ كتابة العدد ۸ في النظام العشري . 
aıx10+a0] . 7‏ سس XIO‏ ريوع A=a, x10‏ 
اف نا 4 + رو + اص + رمع + مق 2 5 
لدینا [1]3 10 إذن : [3]٭1 103 حیث 1 k e‏ 
أي [1]3< *10 
a, x 107 = an] 10" = ۱]3[‏ 
کت [1]3 10712 0 ]3[ anı x 107 = anı‏ 
[1]3 102 [3]رہ 102 a x‏ 
منه: [3]ر + سس + aj‏ + و 10 x‏ 9+ 42 !107 كرمع + 107 ۲ رم 
إذن : [20]3 + رو + سب * مد + a,‏ = مق + 10 x 10۳ +...... + aq x‏ ريع +107 aj‏ 
أي : [8]3 ٭ ۸ 


نتيجة : يكون [0]3 = ۸ ذا و فقط اذا کان [0]3 < 5 

أي يكون 3 قابلا للقسمة على 3 اذا و فقط إذا کان 5 قابلا للقسمة على 3 
التمرين ‏ 54 
× و ٢‏ عددان طبيعيان يكتبان في النطام العشري بنفس الأرقام لکن في ترتيبين متعاكسين . 
برهن أن الفرق ۷۲-* مضاعف للعدد 9 


54-- الحل‎ 
8/820 | لیکن‎ 
إذن : مك اوه‎ 
x = aq x 10" + ہہو‎ x 10" a, x 10 + ao 
y > مو‎ x 10" + رج‎ x 10" + ... o 
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إذن : (مه د مه + 10 × ( )a =a‏ + مس 10۳ (رو - (aq = ao) x 10" + (anı‏ = بوجير 
لکن [1]9 = 10 إذن : [1]9 = 10, من أجل كل عفد طبيعي 1 
a [9] 107 = 1]9[‏ - مه = "10 (an - ao) x‏ 
کت [1]9 = 10*۲ 7 ]9[ a) x 10۳1 = an.ı- a,‏ = مة) 
۳ < 10 ]9[ 1023-8 ر(رہو“ (aı‏ 
منه : 


[9](مة - به) + .+ (يهع نية) + (an - a0) x 1O" + (an-ı =a) x 10۳ + .., + (a, - an-ı) x 10 = (an - ao)‏ ۰۰۰۰ (1) 
من جهة آخری [9]م8 - ۵0 = م8 - 80 
إذن بالجمع مع العبارة (1) نحصل على : 


(a= ao) X 10" + (an.ı - a) ۱0۳ + ... + (a, - a.ı) x 10 + حوة)‎ a,) = (a, - a0) + بية)‎ - a) + .. + (8; - مة) +(دية‎ - ên) 
×- ۷ز‎ = an — ۵0 + وه‎ = aj ¥ رمق — رج + مس‎ + ao - an[9] 
x— y= (an + م8‎ + ... Fa, F ao )— (ao +a F ... + رمع‎ + an)[9] 
۶-۷ < 0]9[ 
9 إ- × يقبل القسمة على‎ 
3 الو‎ 55- 
1 3223 + 132 : إملأ الجدول التالي الذي يمثل جدول الجمع في النظام ذو الأساس 4 ثم أنجز العملية التالية‎ 
1 9۱2153 
0 
3 3+3-12 لما مثلا:‎ 
3+3-6<-1*4+2 : ا لان‎ 
3 
55 [ 
اسم‎ 
و 2 0 و‎ 
3 0 7 
3 SETI 
E ۹ 7 
3 | 3 | 10 [ 11 | 12 
ال‎ E2  ےس‎ 
111 : لننجز العملية 132 + 3223 عموديا‎ 2 
32 3 
Y2 
10021 
3223 + 132 = 10021 : نتيجة‎ 
التمرین = 56 الا الت‎ 
1 3223 × 123 : آنجز جدول الضرب في النظام ذو الأساس 4 ثم آنجز العملية التالية‎ 
2 
3 


الحل ب 56 
3 ۱۵۱۰۸2 ۵ 
10059.81 
ور ات الى 
72 7 2010 
E 0 ۱/۵ 1‏ 
منه العملية التالية : 1 جح الإحتفاظ الثاني 
2 - الإحتفاظ الأول 
3 3223 
E 8-2 74+ 0-0‏ 
23 3+ 11-24 1 هه 
14+313 >7 2ئ“ 
1423-2 ے6 2 
1203021 
نتيجة  :‏ 1203021 = 123 × 3223 
التمرین ے57 
أنجز العمليات التالية في النظام ذو الأساس 5 
3421 431 213 
0 132 14< 
- 57 
11 02 
3421 431 213 
230 فا 14 × 
1 2420 2-244 1412 
233 
4042= 
التمرين ‏ 58 
أنجز في النظام ذو الأساس 12 العمليات التالية حيث » هو رمز 10 و 8 هو رمز 11 
١ 27 _400« 3987‏ 
لی 3987 241 
الحل ب 58 
۴ 2 
3987 0 4 00 
ی 37 41 
2-400 0213 27 
a4.‏ 
7 = 
التمرين ‏ 59 


1 عين حسب قیم العدد الطبيعي 2 باقي قسمة "2 على 10 
2 - إستنتج حسب قيم 8 رقم آحاد العدد "2 
3 عين رقم آحاد العدد '2534(3) × ”(3548) 


۳ 
2 
i 


59 1 


اد [1]10 = 2° 
[2]10 < ا2 
[4]10 < 27 اذا كان ۱-0 فان [1]10 2 27 
[8]10 - 23 إذا كان 1+ ) 4 =„ فان [2]10 2۳ (ke IN)‏ 
[6]10 = *2 منه إذاكان 2+ )4= فان [4]10-"2 (×1 (k e‏ 
[2]10 < *2 إذا کان 3 +241 قان [8]10 < 27 (k e IN)‏ 
[4]10 < *2 اذا کان 2-41 فان [6]10-"2 (k e IN*)‏ 
[8010 < 27 
[6]10 = *2 


2 - حسب السوال الأول فان : 
إذا كان ۱-0 فان رقم آحاد "2 هو 1 
إذا كان 1 +1 ۱-4 حیث 1 > ) فان رقم آحاد "2 
إذا كان 2 +41 >2 حیث آ٦1‏ ع 1 فان رقم آحاد "2 
إذا کان 3+ 41 >2 حیث 1 © 1 فان رقم آحاد "2 
إذا كان 4k)‏ 0 حيث *[(] © ا فان رقم آحاد "2 
[4]10 = 2534 [10] 2 = 2534 


ویج سے 
کیچ مر ہے 


3548-2 23]10[[ ۴ 3548 = 8]10[ 
(2534) ۱ E: 
(3548) 10] 


۲ [10] 2 = 25340 
.21009 ے 3548 


28 -4]10[7..... 62=4 (5+2 
982 te 
=8 / 75 SE 


ہے و 2347 


9 ن = "3548 x‏ 25347 
)10 دو 0 0 0 000 55ح ام 


أي [2]10 = 3548 x‏ 253431 
نتيجة : رقم آحاد العدد 35487 25347 هو 2 
التمرین - 60 
ماهما الرقمین الأخيرين للعدد 512908 
الحسل - 60 


لایجاد الرقمین الأخيرين للعدد “51 يكفي ایجاد باقي قسمته على 100 
إذن لندرس بواقي قسمة "51 على 100 كمايلي : 
[1]100 = 5۱۳ 


اذا کان 2-21 فان [1]100 < 51۳ 
اذا کان 1 +21 >5 فان [51]100 5155 


[51]100 = 51° 
نتيجة : (2)1004 = 2008 إذن : [1]100 = 512009 
منه : الرقمین الأخيرين للعدد “51 هما 01 (الآحاد هو 1 و العشرات هو 0) 
التمرین - 61 


× ۰ ۷ عددان صحیحان . 

برهن أن العدد (۱2- 62 مضاعف العدد 3 

61] - 2 

نضع فو فورعم ہن : (ر = ۵( ۸ 

اذا كان × مضاعف 3 أو ر مضاعف 3 فان ۸ مضاعف 3 
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عا مس 5 


إذن يكفي أن تبرهن أن ۸ مضاعف 3 من أجل ,و ل .لیسامن مضاعفات 3 كمايلي : 


2 7231 
إذن : -× مضاعف 0 ضاعف 3 nez‏ 1+ < ۲ 
ر1 +۱0 +3)6- 5-3۷613912 | 23702 ۷ 
: ,+× مضاعف 3 منه ۸ مضاعف 3 nez‏ 
KO 3 ۵ 1230615047 1(‏ > ۲ ۲3811 ] 
إذن : ۴× مضاعف 3 منه .۸ مضاعفت 3 27م 
e 213 =3 K2‏ اک( 


إذن : ر2× مضاعف 3 منه ۸ مضاعف 3 nez‏ 


نتيجة : من أجل كل عددين صحیحین × ء لر فان (ر- »)ر × مضاعف 3 
التمرين ‏ 62 
أوجد كل الأعداد الطبيعية 2 التي يكون من أجلها العدد 7 - م 3+ ”م 3 + ”م قابلا للقسمة على 8 
الحل ‏ 62 
n” + 3 2-7‏ 3 + م قابل القسمة على 8 یکافئ [0]8 38-7 + ثم وخ ثم 

يكافئن [27]8< 3+ 2م 3 + ثم 
منه الجدول التالي : 
6 
4 
0 
41 
2 
6 


ا 


3 ۱ < 2]8[ 
۱+3 ۱+ 3۱ 7]9[ 


ضا اس وت ات اب اب 


8 [7]8 = 3+ 0 3 + ثم یکافی 


5 


7> 
اذن قیم ۸ المطلوبة هي کل الاعداد الطبيعية ¬ التي تکتب على أحذ الاشکال التالية 
۸-21 ۰ 813 >ر » 1+5 2-8 ۰ 7-8177 جیٹ ) عدد طبيعي 
مثلا : من أجلن 16<1: 19 +(801 إذن : "27-7 + 243 +729 7- (3)9 + *(3)9 + تو 
992 = 
(8)124 = 
التمرين ‏ 63 
1 كيف يمكن إختيار العدد الطبيعي ١‏ حتی یکون العدد 1 - "2 = ۸ فابلا للقسمة على 9 
2 - نفرض أن 8 یحقق الامرط المعین في السوال (1) . برهن أن ۸ یقبل القسمة على 7 
ثم استنتج باقي قسمة ۸ على 21 
الحل ‏ 63 
1 - ۸ قابل للقسمة علی ٩‏ یکافی [0]9 ۸ 
یکافی [0]9 < 1 -"2 
یکافی [1]9 = "2 
نبحث عن بواقي قسمة 2۳ على 9 .كمايلي"* 


دا نم نم نم ډه ډه 


نتيجة : إذا كان 5-61 حیث 1 ۲ فان [2۳<1]9 


نول 


ي 1 -"2 قابلا للقسمة على 9 اذا و فقط إذا کان 1 6 90 حیث آ٦1‏ 1 
2 لیکن 1 8-6 حیث 1۳ € k‏ 

A = 20*2 1-64۲1 + إذن‎ 

لدينا [1]7 = 64 إذن : [1*]7 64 


Ê 6 


آي [1]7 64 


64* - 12 0]7[ 


ا با 


[0]7 ۸2 
۸ يقبل القسمة على 7 و هو المطلوب 
نتيجة :| یقبل القسمة على 9 اذن ۸ يقبل القسمة على 3 
زی 8۷/۸۷ 

إذن : ۸ یقبل القسمة على 21 لان 217*31 

منه : باقي قسمة ۸ على 21 هو 0 


التمرين ‏ 64 
برهن أن إذا كان العدد الطبيعي « لا يقبل القسمة على 5 فان العدد (4 - *1()0 - *0) یکون مضاعفا للعدد 5 
الحل ب 64 

00 8 

ل ےھ اتا وت 

1 - 1 < [5] 0, ۳ 

2 0 [5ا 

(n - 1( -4(<۱]5[ | 410100 


نتيجة : اذا کان بر لیس مضاعفال 5 فان [0]5 2 (4- 2م)(1 - ته) 
ذا كان « ليس مضاعفا أل 5 فان (4 -1()52 -۸) مضتاعف ل 5 


التمرين ‏ 65 
برهن أن من أجل كل عدد طبيعي م العدد (1 +0 1(7 +3 ۱02 یقبل القسمة على 6 
| - 65 
یب 
س2 n= 7]6[ TEE‏ 
TIEN EKE 7‏ [7]6- 20 
5 4 2۰3 1 :0 [7]6 = 7 
2n +1 = 6] SS ANS‏ 
0 4۳5 21311 ]15 [6]< 1 +78 
10۱10 ۱010 [1۱(<۰]6 +۱7 + 202 


نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي ‏ فان (1 +3 1()7 +202 مضاعف 6 
التمرین - 66 

0 عدد طبيعي . نضع 1 +0 - 0 در 

1 - عين تبعا لقيم 8 بواقي القسمة الاقليدية للعدد ۸ على 7 
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گا 6 ا 


2 - إستنتج قيم العدد الطبيعي n‏ حتی یکون ۵ قابلا للقسمة على 7 
3 - عين باقي قسمة العدد (1 + 2753 -27532) على 7 


الحل - 66 
آے 
n= 9]7[ 0) 6‏ 
2 - ۲ 0 [227]7ھ 
n2 =a = ]7[ 7 72‏ 
اق 10۳۱3 71 ۱ +« - "و 
نتيجة : اذا كان 7 أو 1+ 2-71 فان باقي قسمة ۸ أعلى 7 هو 
لذا كان 2 +1 7 >0 أو 6 - 1 فان باقي قسمة ۸ على 7 هو 
إذا كان 4 +71 <« فان باقي قسمة ۸ على 7 هو 6 
اذا كان 3 +71 - م او 1+5 ۲-7 فان باقي قسمة ۸ _ على 7 هو 0 
2 س حسب السوال (1) یکون ۸ قابلا للقسمة على 7 إذا و فقط اذا كان 3 + )7 حم و 5+ )7 = ın‏ حیث ke IN‏ 
3 - لاحظ أن العدد (1 + 2753- 27532 هو نفسه العدد ۸ من أجل 22753 11 


إذن : ہما أن 2 + (7)393 < 2753 فان [3]7 2 ۸ 
أي باقي قسمة العدد (1 + 2753 - 27537) على 7 هو 3 


التمرین - 67 
عين جميع الأعداد الصحيحة » التي يكون من أجلها 2 + 0۳-9 2 يقبل القدمة علی 7 
الحل - 67 

000 EE ESE 6 

TEST 221 

0 22 

0 212 5-02 | SS 

ف ١١‏ | ۵وت آ00 2010100050 

=7 1 


2 

أي 071+2 حیث 72 16 
التمرين ‏ 68 
1 - آدرس حسب قیم العدد ااطبيعي 8 بواقي قسمة "4 على 7 

2 - إستنتج حسب قیم 8 الطبيعي باقي قسمة العدد 2 + "851 + "8512 + "8513 على 7 


الحسل - 68 
آئے [1]7 = 4° 
سے 
[4]7 = 4 [ڑے نو 
4-1 ۷ ے 38۳1 
۶ 471 - 43*۱ 
[117 < 4 27 د 432 
نتيجة : یت 
n= 3k] 2‏ 
2 4 1 | باقي قسمة 4۳ على 7 
ل 851۳ 
2 - [4]7= 851 إذن :م [4]7 2 8512 
[4"]7 "851 


85177 OI 


: 0 حسب السوال ( 
[47]7 = "851 


سلسلة هباج 


مته : [2]7 +48 + ترمی + 1= 2+ 851۳ +851۳ +851۳ 
أي [4(2]7) + "4 + 3 = 2 + "851 +851 + 8517 
منه الجدول التالي : 
n < ]3[ 80-2030320‏ 
9 01 (9]7 < 47 
4 ]1 [7]7 = 4( 
2 ]45523-97715121 +4 
نتيجة : 
اذا کان 8-31 فان باقی قسمة 2 +8517 + 851+ "8517 على 7 ,هو 5 
إذا كان 1 +1 3 >2 فان باقي قسمة 2+ "851 + "8517 + 851 على 7 هو 2 
إذا كان 2+ 2-31 فان باقي قسمة 2+ "851 +8517 + 851 على 7, هو 2 
التمرین ‏ 69 
1 آدرس حسب قيم العدد الطبيعي « بواقي قسمة "7 على 9 
2 برهن أن من أجل كل عدد طبيعي 8 يكون العدد 1 - 8 3 + "7 قابلا للقسمة على 9 
الحل ‏ 69 
۳ 
منه : 
]49 = 7 
2 لیکن 7 € 3 اذن : اما 31 أو 1+ 3= أو n=3k+F2‏ 
منه الجدول التالي : 
n= 7]3[ 022‏ 
نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي 1 1-27 [9]9 < 77 
فان [150]9- 7+3 ص8 [7]9 3n‏ 
إذن : من أجل كل عدد طبيعي ۰ 2 فان العدد ٣سط +3n=?[9]‏ "7 
0-1 3+ "7 قابل للقسمة على 9 0 0O‏ | [21]9< 30-1 +7 
التمرین ‏ 70 
حل في مجموعة الأعداد الطبيعية 1٦‏ المعادلة [7]8 < ×3 
الخ 70 


x = ]8[ وت‎ i ZÊ A E قح‎ 7 
2018110 ESEN 7 | 2 ] 5 

نتيجة : [7]8 = × 3 اذا و فقط إذا كان [5]8 = × 
منه حلول المعادلة [7]8 = × 3 هي الأعداد الطبيعية × التي تكتب من الشكل x=8§k+5‏ حيث eIN‏ 1 


التمرين ‏ 71 
برهن أن لا يوجد أي عدد صحيح × يحقق [16]3 = ”× 8 
الل 711 


[16]3 = × 8 تكافئ [1]3= ×8 لأن [16=1]3 
لنبحث عن بواقي قسمة ”×8 على 3 

2 
1 
2 


0 
0 
0 


سرت ریم 


نتيجة : لا یوجد أي عدد صحیح × يحقق [1]3 = ×8 (لبواقي الممكنة حسب الجدول 0 و 2 فقط) إذن لا یوجد أ 
: 8 اقي هي يي 


عدد صحيح × یحقق [16]3 = × 8 
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التمرين ‏ 72 
1 - آدرس حسب قیم العدد الطبيعي 8 بواقي قسمة العددین "2 و "3 على 7 
2 - حل في مجموعة الأعداد الطبيعية ‏ المعادلة [0]7 -*3 +2۳ ذات المجهول × 


انحل تب 72 


بن دب اوت بت یا 


3 
3 
1 
6 
0 


سے إن دی ارت 


لاول لدينا الجدول التالي : 


2-0 
23*۱ = 2]7[ 
23 = 477[ 


ا 


5 
307 - 38۰۱ 
27 ۳ 32 
[617 ے 36 
اناد 38*٩‏ 
5077 ے۷5٥‏ 


× < 7]6[ 
2*-9]7[ 
3-71 
2۳+ 3127071 


7ھ *3 + 2۳ اذا و فقط اذا كان [3]6 = × 


أي الحلول هي الأعداد الطبيعية ‏ من الشکل 3 +61-: حيث 611 1 


73  نيرمتلا‎ 


عين قیم العدد الطبيعي × التي یکون من أجلها. [0]11 = 6 +33 - 5۳ 


الحل ب 73 


5-3 +6 =0]11[ 


لندرس بواقي قمة 


تکافی [6]11 - 2 5-3 


5-3 5]11[  ئفاكت‎ 


٭5 و ٭3 على 11 حسب قيم العدد الطبيعي × كمايلي : 


کر [1]11 ے *5 
117 ار SEES‏ 
[29111 57 كد 7 
]4= 5 ]411 = 53*3 
9111 = "5 007 فو 
SEA‏ 
[۱]۱۱ 2 31 3762117 
۳ 31ت جيه 
لت ا ECL‏ 
ا 
[4]11 ار 
منه الجدول التالي : 
x = ]5[ 011 |] 2 | 0‏ 
+ 0ك 911 
ال 0 ]11[ 
272 1 012 51-32701111 
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سلسلة هباج 


نتيجة : یکون [5]11 = "3 - 5۳ لذاو فقط إذا کان , [4]5 >« أو [2]5< × 
منه قیم × المطلوبة هي : 4+ 5<» أو 5+2 حیث N‏ )ا 
التمرین - 74 
1- عین حسب قيم × بواقي قسمة x‏ علی 5 
2 - إستنتج أن المعادلة 7-3 5 - 27 ذات المجهولين الطبيعيين × و 3 لا تقبل حلولا . 
الحل - 74 


0 
0 


دن اج 


۳ 
2 


1-5 

× و هذا مستحیل حسب السؤال (1) لان البواقي الممکنة لقسمة × على 5 هي (0:1:4) 
لذن : المعادلة 3 = 597 - 7 لا تقبل حلولا في [N‏ * لا[ 

التمرین س 75 

× و ل عددان طبیعیان . نعتبر في مجموعة الأعداد الطبيعية المعادلة 3 - 3ج 2 + ×7 .. 

1 - آتمم الجدول التالي : 


1 


کا الا ا ا کا وت کا 10 


2 - استنتج أن المعادلة (1) لا تقبل حلولا في ”1۸ 
الحسل ب 75 

0 

6 
6 
5 


3 
6 
5 


دا 


0 | 1 
0 | 1 
2 


بای 
جات ان 
| اہ 


2 لتكن الثنائية (۷: ×) من ] ×10 خلا للمعادلة (1) 


اون ,3 ع و 2+ 72 
اي : + × 7-= 2 
أي : [3]7 = 2۱7 مستحیل حسب السؤال (1) .لان البواقي الممكنة لقسمة 237 على 7 هي (0:2:5) 


إذن 


: المعادلة (1) لا تقبل حلولا في 17/2 
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1 تمارین نماذج للبکالوریا 3 


1  نيرمتلا‎ 

نعتبر في مجموعة الأعداد الطبيعية 1 المعادلة ذات المجهولين x‏ و ر التالية : و +8 -* 
1 - ناقش حسب قيم × بواقي قسمة ٭3 تم ”ر على 8 

2 برهن أن إذا كان × فردي فان المعادلة (1) لا تقبل حلولا 

3 - نفرض أن ۸ 2= × . حلل العبازة *9- "37 ثم بين أن 8 > "3 

4 إستنتج الثنائية (۱: 28 التي تحقق المعادلة (1) 


کا1 
2 32-8 
۱ 1 3 | ديكا 
3+87 [3]8 
[1]8 < *3 
OI EEE 1‏ 
| 1 | 4 مایا ۵ 9۱۱ 01 
2 - لیکن × افردي [3]8 2 (3 3 
إذا وجدت ثنائية , (لإ : ) حلا للمعادلة (1) فان 1 8 < 33 
yJ 23-8‏ 


و مستحیل حسب السوال الأول لان بواقي قسمة ”ر على 8 هي (0:1:4) 
منه : المعادلة (1) لا تقبل حلولا من أجل × فردي 
3 لیکن 2.7 < + حیث 1 ع 1 
(و+ y3"‏ - "3) = ر - 32 5 
إذا كانت الثنائية (: ×) حلا للمعادلة (1) فان *بر+ 8-*3 
إن 8= 3۳-9 
أي من أجل ۸ 2= × فان : 8= (ر + "9(0-:"3) 
منه : ۷+ "3 یقسم 5 
ائن 3&8 
اي 03798 y> ONG‏ 
4 - حسب السوال (3) : 3 >"3 إذن : 
2-28 اد 
من أجل 0-<: نحصل علی : 8+2 -1 مستحیل , 
من أجل 2 > نحصن على : 8+۶ -9 منه 2۱ 1 اي 1- ۷ لان :101 بر 
نتيجة : الحل الوجید للمعادلة (1) في مجموعة الاعداد الطبيعية هو 2<: ؛ 1 - یز 
التمرين ‏ 2 
ليكن 7 عدد طبيعي أولي أكبر من أو يساوي 7 . نضع 0۳-1 =" 
1 - برهن أن م يوافق 1- أو 1 بتردید 3 ثم إستنتج أن العدد « یقبل القسمة على 3 
2 - اثبت أنه يوجد عدد طبيعي ۷ حيث یکون (1 +1 4= 1-”م ثم استنتج أن العدد 8 یقبل القسمة على 16 
3 س باستعمال البواقي الممكاة لقسمة م على 5 أثبت أن 5 هو قاسم للعدد 2 
-2 


!ما [0]3 = مستخيل لان م لا يقل قاسم أصغر منه 
1 - م أوليا و7 " إذن ای و عم 
و 1 
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سلسلة هباج 


و ERs‏ 
3 آو [1]3 --م لان [2-1]3 2 
ليق + [1]3 >5 إن : P=]‏ 
دیا أو [1]3 << انا و [۱]3عام لان [1(۳1۱]3-) 
اي 
آي [0]3 = n‏ 


أي و یقبل القسمة على 3 
2 م أولي و 7 <م إذن م فردي مته يوجذ عدد طبيعي | حیث 1+ ,2 <-م: (3< 1 لان _ 7 (p>‏ 
إذن : = BE TORE‏ 
و و SH‏ 
(1 + )1 4 = و هو المطلوب . 
نتیجة : ۱-1 - ۸ 
)1+ ترا *م) = 
k(k + 1(]2 + 1) + 1]‏ 4= لان 21+1 2 م 
1)(4K? +4 k +2)‏ +۱ 4= 
k(k + 1)(2 k +2 k +1)‏ 8 = 
نمیز حالتین : 1 
الأولی : 1 زوجي اذن : k =2 q‏ منه )1 + 2+ 1()2 +۹06 16 >1 
إذن : ١‏ یقبل القسمة على 16 


الثانية : ۷ فردي إذن (ا + )) زوجي 
اي ۱2+ منه 2۱6۹22۱ 
إذن : 2 يقبل القسمة على 16 
خلاصة : من أجل كل قيمة ل م فان ١‏ يقبل القسمة على 16 
3 ليكن ص أولي إذن بواقی قسمة م على 5 هي (1:2:3:4) 


سح الت 


4 
1 
1 
0 


2 و 
4 | 1 
1۳۳ 
0 0 
۲ 


نتيجة : من أجل أي قيمة للعدد 
التمرين ‏ 3 
1 - برهن أن من أجل كل عدد طبيعي 5 يكون [0]111 = « 1000 
2 إستنتج أن الأعداد التالية تقبل القسمة على 1 (111111 ۰ 100010001 ۰ 100010000001{ 
الحل - 3 
1 1+(1000-9)111 إذن : [100021]111 
منه : [0]111 = n‏ 1000 

2 يا 111 +1000« 111 111111 

1000 111 2 ۰ 

[0]111 = 111 
إذن : [111]111 111 +1000 111 
أي : ۱۱۱۱۱۱۵۲۱۱۱ 


100010 2 110]111[ + إذن‎ 100 x 1006 <- 1۰ 


لدینا : 
۷ منه : [110]111 = 100010000 لأن [1]111 = 1000 
إذن : [111]111 = 100010001 (اضافة 1 + إلى الطرفين) 
5 [0]111 = 100010001 
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ٹچ 


سے سے ری کہ ہت تھے لہ و اھ سے 


E: 


خا| س یه ين | نم 


11 - 100010000 ان :  110]111[‏ 100010000000 لأن  1]111[‏ 1000 
منه [111]111 = 100010000001 (إضافة 1 + إلى الطرفین) 
أي 0۲11 = 100010000001 
التمرين ‏ 4 
۾ عدد طبيعي . باقي قسمته على 8 هو 2 و باقي قسمتھ على 104 هو ۲ 
1 -برهن أن [2]8 دم . 
2 ماهي القيم الممكنة ل ۲ ؟ 
ط عدد طبيعي باقي قسمته على 13 هو 3 و باقي قسمته على 104 هو ۲ 
3 -برهن أن [3]13 -م 
4 ماهي القيم الممكنة ل م ؟ 
لیکن × عدد طبيعي باقي قسمته على 8 هو 2 ۰ و على 13 هو 3 و على 104 هو ۲ 
5 إستنتج من (1) و (2) قيمة ۲ 
الحسل ‏ 4 
1 [2]8 ھ8 لذن : .2 +2288 حيث ۲۲ 17 
[104]ء a=‏ اذن : »+ع 2-104 حيث ۲( و 104 > >0 
نتيجة : +1041 >8 إذن : +1316 وعه 
أي +22 حیث 1 13 - 1 
منه : [2]8 +۱ 8 عء +8 ان [2]8 2ج 
أي : [2]8 r=‏ 


2 - لدينا یت إنن : (90:98: 66:74:82 ; 58 ;50 : 42 : 18:26:34 :210 


3 [3]13٭ط لذن : 3+ 5-13 حیث 1 
[104]: نا إذن : +r‏ 9104 حیث ke IN‏ 
منه ۲+)ا 13×8 < 9 
اي :+1 9-13 حيث "81 =!) 
منه [3]13+ 13ئ۲ +1310 لان b=b[13]‏ 


6: أي [3]13*ء‎ 
خی‎ 16:29:42 :55 :68: 81; 94} EE 
۲ 2 3 
x -2]8[ 
x < 3]13[ (ه)‎ -5 
x =r [104] 


-A = {2; 10; 18:26 ;34;42; 50 : 58 : 66 : 74 : 82 : 90 : 98( نضع‎ 
8/3 : 16:29:42 : 55 : 68 : 81 :94( 

إذن : تکون الجملة (0) محققة اذا و فقط إذا كان ۲۸۲۱ أي ۲-42 
التمرین # 5 
1 - عين باقي القسمة الإقليدية للعدد "5 على 11 من أجل القيم 3,2,1 ,5:4 للعدد الطبيعي ور 
2 - استنتج بواقي القسمة الاقليدية للعدد "5 على 11 من أجل کل عدد طبيعي ۸ 
3 - بين أن العدد (*5۳-**5) یقبل القسمة على 11 
الحل ب 5 
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2 - خسب السوال (1) نتج أن : 
إذا كان ع1 5 نو فار 
إذا كان 1 +51 -0 ف 
إذا كان 2 +1 8-5 
إذا كان 3+ )5=م ف 
إذا كان 1+4 3-5 ف 
3 31+(5)401- 2008 .ان 411 - 52008 
3+ (5)285 = 1428 7ئ 
مته 0117 - 5128 52 
أي العدد 51429 ے 52008) تع لات تا 


التمرین - 6 

1 - عين باقي القسمة الإقليدية للعدد "3 على 7 من أجل القیم 3,2,1 ,6,5,4 للعدد الطبيعي « 
2 - استنتج بواقي قسمة العدد "3 على 7 من أجل کل عدد طبيعي 2 

3 - عین باقي القسمة الاقليدية للعدد )9 لاو تتفاق علی 7 


2 حسب السوال (1) فان : إذاكان ۷٣۴‏ فان [21]7 "3 
2 إذا كان 1 +61 >8 فان [3]7 < 37 

إذا کان 2 +61 >8 فان [3"=2]7 

إذا كان 3+ )6= م فان [6]7 < 37 

إذا كان 4 +1 6 >5 فان [4]7 372 

إذا كان 5+ )6= ۸ فان [3"25]7 


3- 103071 دن ااا 10۳۳ 9 
ہما أن 4 + (6)234 = 1408 فان [4]7 3۳۲ 
إذن : [4]7 = 100 00 
ہما أن 2 + (6)331 = 1988 فان [2]7 = 31988 0 
لدینا : 364 نے )32012 کے 02ت" 
اذن : [4]7 - 93*2 
[2]7 75 38 
خلاصف : ( [4]7 < 101405 
[4]7 = 9*۶ 
إذن : 47 + اب وی 2" 1106 1988 
أي [3]7 = 93*2 + 319884101408 (باقي القنمة هو 3) 


التعرین س 7 

1 عين باقي القسمة الإقليدية للعدد "2 على 5 من أجل القیم 1 ,2 ,3 ,4 للعدد الطبيعي ‏ ثم إستنتج 
بواقي القسمة على 5 للعدد "2 ثم "3 على 5 من أجل کل عدد طبيعي 2 

2 - آوجد باقي القسمة على 5 لكل من الأعداد 2۳ و "31 

3 - برهن أن من أجل کل عدد طبيعي 5 العدد ("ھ2 -- "3 2) یقبل القسمة على 5 
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منه:النتائج التالية : إذا كان 4k‏ و فان 


إذاتكان 1+ )4 ۶ فان [2*<2]5 

اذا کان 41727 = م فان [4]5 2۳2 

إذا كان 1+3 8-4 فان [3]5< "2 
من جهة آخری : [205 -<3 ان : [02("]5) 322 


!21511 2 اکن مرت 
ادن : 


منه النتائج التالیة : ٠‏ [29]5 نت 37 إذاكان ۸ فردي 
۰ إذا كان ٣ھ‏ فان [۱]5 < 3 
إذا كان 1 +۱246 فان [2]5-="3 آي [3]5 392 
إذا کان 2+ )4= م فان [4]5< 37 


إذاكان ۶413 فان [3]5 -> "3 أي [22]5 3۳ 


2- 2+ (4)3- 14 إنن : [45 = "2 
2 +4)2 -10 اذن ؟ [4]5 3 
3 ۱ / 5 = 34*1 
وج ا 
۱ الم 22 3 2 
ان : 
وا 2-5 
أي 
9۹ 73 ان "2131-24 يقل القشمة غل 5 
التمرين ‏ 8 
۸ عدد طبيعي . 


1 - أدرس تبعا لقيم 8 بواني قسمة "5 على 7 
2 - عين باقي القسمة الإقليدية للعدد "67 على 7 


3 عين قيم العدد الطبيعي ۸ التي يكون من أجلها العدد (3 + "6 + "5) قابلا للقسمة على 7 
الحل = 8 

كه قيم 0 | باقي قسمة "5 على 7 

1 61 55-57 

5 6۱+ 1 5 27 

4 6+2 53-67 

6 61+ 3 5٩ = 2]7[ 

2 6+4 412971 

3 6+5 5 21]7[ 


أي : 
اقا 71 
A‏ 


3 + 6 + "5 قابلا للقسمة على 7 إذا و فقط إذا كان [0]7 = 3 + "6 + "5 


6 إذن : [1(”"]7 -) = ”6 أي [1]7 - ”6 
القسمة الإقليدية للعدد "62 على 7 هو 1 


۰+0 5 لان [۱]7 =" 
552-41 


5-3 
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منه : حسب بواقي قسمة "5 على 7 فان 1+5 6 >2 حيث IN‏ ع 1 
التمرين ‏ 9 
1 - آدرس حسب قیم العدد الطبيعي ١‏ بواقي قسمة "2 على 5 
2 - آدرس حسب قيم العدد الطبيعي « بواقي قسمة "2 على 7 
3 - عين قیم العدد الطبيعي 3 التي يكون من آجلها باقي قسمة "2 على کل من 5 و 7 هو 4 


قیم م | باقي قسمة "2 على 5 


1 41 

2 41 +1 
4 41+ 2 
3 41+ 3 


قيم 7 | باقي قسمة "2 على 7 


م3 1 
1+ و3 2 
302 4 
3 يكون باقي قسمة "2 غلی 7 و على 5 هو 4 ذا و فقط إذا تحقق الشرطين 


4+2 خم 


مو عد و ا یی 


اي د 4123 

إذن يكفي أن یکون و 3= k‏ و 49< حیث 1 > © 
منه : 2+ 12< حیث 21۱۲ ٩‏ 

أي [2]12 < 7 هي قیم 2 المطلوبة . 


لین[ 


10  نيرمتلا‎ 

عين قيم العدد الطبيعي ١‏ اذني یکون من أجلها ‏ (1 -2) مضاعف 3 

و العدد ["2 (1- )١‏ + 1] قابلا للقسمة على 7 

10  لحلا‎ 

(۱-) مضاعف 3 أي (0]3 2-1-2 منه [1]3٭ھ أي 1+ ۸-3 حیث 12م 
إذن : 1+ 8۶3 


منه : ۳ پر 2 - 23۳ پر 20-2۳2 
لدينا [1]7 -8 إنن ‏ [:]*1 < 8۳ 
أي [1]7 = 8۶ 
منه :. [2]7= *8 ×2 
أي : . [2"=2]7 (من أجل 1+ 3عه) 
منه : [1(]7 1 + p‏ 2)3 -"1(2-م) 
أي [7]م 6 = "1)2 (n-‏ 
منه : [7]م 6 + 1= 1(2-) + 1 
نتيجة : یکون "0-1(2) +1 قابلا للقسمة علی 7 و (0-3) مضاعف 3 نا و شط يرون | 1۴60710807290 
أي 1+ 223 فک 
[0]7 -م1+6 
لندرس اذن بواقي قسمة 6 + 1. على 7 كمايلي : 
2 ار EOS A‏ 71 عم | 
6p 27]7[ 0 1 6 5 71‏ 
2 - 615 6 


18 


خلاصة : ك8 منه : 1+(1 +301 
۳ آي : n=21k+4‏ حبت 6۵ 
أي : [4]21 >2 هي قیم ‏ المطلوبة . 
التمرین - 11 


1 - عين باقي القسمة الاقليدية للعدد *2 على 5 من أجل القیم من 1 إلى 


8 للعدد الطبيعي 1 
2 - برهن أن من أجل کل عدد طبيعي × فان باقي القسمة الاقليدية ل "2 على 5 هو 1 
3 - استنتج بافي قسمة "174 على 5 
4 - برهن أن من أجل کل عدد طبيعي ‏ . العدد 3 + 17*72 + 2*۳3 یقبل القسمة على 5 


الحل - 11 
1ے 2921151 AI ۴ 2 < 1]5[ ٤‏ 
[2]5< 2۱ ؛ 25-51 
[4]5 222 3 [4]5 262 
[3]5 232 5 [3]5 = 27 


2 لدپیا 215-167 
بماأن [1]5 162 فان [16"=1"]5 
اي [1]5 1612 
مئه : ۰ [1]5< 2و هو المطلوب 
3- [17=2]5 ان : آ5 2= 17*7 
أي [1]5 = 1777 حسب السوال (2) 
4 - حب السؤال (1) فان [3]5 = 2۳*3 .........(1) 
من ا KIT‏ 
بون ][[1]5 = "17 حسب السوال (3) 
=45]J‏ 17 
إذن, 1£ [1]5 × 4 = 17217 اي [24]5 17۳2 ......2(۰) 
بجمع (1) و (2) نحصل على : .۰ [4]5 + 3= 17*۳2 +2403 
منه [3]5 +4 + دے 3+ 17*2 + 2 
أي : [0]5 = 3 + 1742 + 240*9 AE‏ 


التمرين ‏ 12 
1 - عين حسب قيم العدد الدابيعي ١‏ بواقي القسمة الإقليدية ل 4۳ على 11 
2 - عين مجموعة الأعداد الطبيعية م حيث (26!9"*2+7 + 19957 × 6) يقبل القسمة على 11 


الحل - 12 
51 
[1]11 = 40 قیم .2 | باقي قسمة 4۳ على 11 
5k 4 = 4]11[‏ 1 
Sk+1 4a5]‏ 4 
[9]11 = 4 511+2 5 : 
ال E‏ 5+3 9 
7 3 5+4 3 
2- [26-4]11 اذن : ۳111 - 261۳2 


اي 1175 لويد 2 2692 
أي ]1 4521 x‏ 16 = 6102 
x 1]11[‏ 5 26122 لأن [1]11 < *4 


منه 
آي 
[4]11 < 1995 إذن 
منه 


منه الجدول التالي : 
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26۳۳۶۶ +7 < 5 + 711[ 


[1]11-< 7 +26۶ ا 
[47]11 199552 
x 1995" = 6 x 4"]11[‏ 6 دس یا 
کت )1( و )2( :11[ 4° x 1995" +26۳ +721 + 6x‏ 6 
T= [5] 003-2‏ 
۵٤١‏ 3۰ 1 [9]11 = "4 
0717 [7]11- "6×4 
10 13 17 27]11[1< 6*4 +1 


اص ادا اب |مه 


لنيجة دوکر "4 × 6 +1 مضاعف 11 أي (7 + 2610۳2 + ”1995 × 6) قابل للقسمة على 11 اذا و فقط 
إذا كان [3]5 = 2 أي قيم 7 المطلوبة هي n=5k+3‏ حیث 10ء 1 


13  نيرمتلا‎ 


1 أدرس حسب قیم العدد الطبيعي 2 بواقي القسمة الإقليدية للعدد 5 على 7 
2 - أثبت أن من أجل کل عدد طبيعي م العدد (3 + 4712۳*2 × 2 + 266"*5) يقبل القسمة على 7 
3 - عين قیم العدد الطبيعي ١‏ التي يكون من أجلها العدد زم 5 + 471202 پر 2 + 266"*5) يقبل القسمة على 7 


الحل - 13 

ا 
[1]7 < 50 
[5]07< ا5 
[4]7- *5 
[6]7 = (5 
5٩ 2 207[‏ 


01و 


5 171 


قيم م ] باقي قسمة 5۳ على 7 

6k 

6k+1 
6k+2 


1 
5 
4 
6 
2 
3 


2- [2625]7 ہن : [565]7 = 26 
[3]7 ع 2665 لان [3]7 = و 
[5]7 = 47 اذن : ال ہے 47122 
أي GE]‏ "۳ 47-2 ۱ 
52 2 2 لان [5]7 3 1 
[4]7 سم 472m2‏ 
منه 77 [4]7 22 4712۳ × 2 
]7[ - 471۳ 2 


[3]7 2 26*3 
خلاصة : ( [1]7 - 47122 »<2 


منه : 


اي 
اي ا 


أي 


3 23]7[ 


إذن بالجمع : [0]7ع و + 47۱2۳۹2 × 2 + "26 
[0]7 = د 471 برج + 265 
[4]7 - 4712۳2 پر ےا 265 


3 لی ا ی ۱ 
سے 


إن : [4]7+و 5 عو 5 پش x‏ 2+ 26 

نتيجة : يكون العدد و 5 :+ 4712۳*2 × 2 + 26 قابلا للقسمة على 7 
إذا و فقط إذا كان العدد 4+ 5 قابلا للقسمة على 7 أي [0]7 52+42 
أي [3]7= 57 4 
لندرس إذن بواقي قسمة 50 على 7 كمايلي : 


46 13 01112 | 22101 
ف2 27500 


منه : [3]7= ۸ 5 يكافئ [2]7 =" 

إذن : قيم 2 المطلوة هي 2 +71 >2 حیث 12 € 
التمرين ‏ 14 
1 - أدرس حسب قيم العدد الطبيعي 8 بواقي قسمة "3 على 13 
2 - عين قيم العدد الطبيعي ١‏ التي يكون من أجلها العدد (1 -4)3”*1 مضاعف للعدد 13 


قيم 8 | باقي قسمة ”3 على 13 
3k‏ 1 

3 3k+1 

9 3k+2 


و ضصای (432-21 43 - ور AGES‏ 
منه الجدول التالي : 

22 3 2 

3" 2 131 9 | 
3x3" =1] ٠. 1 

3 × 37-1 2 7]13[ 0 

| 403 x< 3 -1(<*7131 0 


نتيجة : یکون العدد. (1- "4)3 مضاعفا ل 13 ذا و فقط إذا كان [2]3 >2 
أي 2 +231 حیث e IN‏ 1 
التمرين ‏ 15 
عين حسب قیم العدد الطبيعي « باقي القسمة الاقليدية للعدد (1 - "15)16 على 7 
الحل ‏ 15 
[2]7 16 اذن : 81وج لیر 
آي :رس [7] 2,2 16782 
منه : [1]7-*2* 22 16۳-1 
من جهة أخرى : [1]7< 15 
إذن : [1]7-*2 2*۷ 2 (1 - 1501671 
لندرس إذن بواقي قسمة ”2 على 7 كمايلي : 
[1]7 2 20 [1]7 = 2 
1 [2]7 = 21 
[4]7 = *2 


ہ أن ادن 
دإ أت ات 
2 


دا مه 


n= ]3[ ۱۳91 
2۳ 2 7]7[ ۱2 
2× 2" -9]7[ 214 
بسا‎ 1113 


دج ده 


خلاصة : بواقي قسمة (1 -15)1671 على 7 هي كمايلي : 
إذا كان 3*ھ فان الباقي هو 1 
إذا كان 1 +16 3 >2 فان الباقي هو 3 
إذا كان 2 +1 3> فان الباقي هو 0 
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التمرين ‏ 16 5 
1 - آدرس حسب قیم العدد الطبيعي ‏ بواقي القسمة الاقليدية ل "3 على 10 

2- استنتج باقي القسمة الإنليدية على 10 للعدد ‏ 71422 9« 63 

3- برهن أن من أجل كل عدد طبيعي و یکون [37*1]10 (1-ه) = 7۳۷ +9 nx‏ 3 
4 عين قیم العدد الطبيعي ١‏ حتی يكون [0]10 = 77۳ + 9 3 


الحل - 16 
5ے 
2110 ۰ ۲ قیم 8 آباقي قسمة "3 على 10 
[3]10 312 41 1 
[910 = *3 1 +41 3 
[2710 3 مير ,31672 9 
[1]10 = 31 41+3 7 
ہے 0و اجد )32001 5 920۱ 
ہما أن 2+ 401000 = 4002 فان [9]10 = “3 آي [9]10 = 97 ا وا 
کی 0 از 
إذن : [9]10 x‏ وے!افتو x‏ 63 
ا ۶ [7]10 = 92 x‏ 63 


ایضا : [3]10 - -7 إذن : رون قرو 72 
5 2142210 7142 اش دوجو 
ہما أن : 2+ (4)355 = 1422 فان [16]و - 3۳2 
ین : [9]10ے 71422 
ت  7]10[‏ !22و × 63 
بده )رق وو سار 
ہن : [9]10- 7 = 71 - 9۳« 63 
أي 10ح 9200 x‏ 63 
إذن : باقي قسمة 7142 - !9200 × 63 على 10 هو 8 
3 32و32 يرج 3ے 97× 30 منه و مه 
من جهة أخرى : [3]10 7 اه م0 یی ا ارز 
أي IO]‏ 3 = ا دب 
مھا [28!]10ج 3n x 9" =n x‏ 
جه ؛ 010و ے اھر 
بلن + 12221101١‏ 7 9 30 
أي : [32"*1]10 »«(1 -ه) = 77۳+ "9 »اج 3 و هو المطلوب 
4- یکون  0]10[‏ 72۳*۱+ "9 »ام 3 إذا و فقط إذا كان [0]10< 3« (1 -ھ) 
إذن يكفي أن ندرس بواقي قسمة العدد 3 × (1 -2) على 10 كمايلي : 
لدینا "9 3 = "32 × 3 = 3201 
بما أن [1]10 --9 فان [1(۳]10-) = "9 
.1 [1]10< 9 إذاكان ۾ زوجي 
* [[1]10 - 9 إذا کان 2 فردي 
1 [1]10 < "9 لذا کان 8 زوجي 
[9]10 2 "9 إذا كان 5 فردي 
منه الجدول التالي : 
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دی 


n < ]10[ 
13-1 


[7]10ء "9 3 
[۹]10ء "9 x3 x‏ (1-<ھ) 


نتيجة : یکون [0]10 = 7*1 + "9 × م 3 إذا و فقط إذا كان [1]10 > م 
آي: 1+1 10 > م حیث (] ع 1 
مثلا : من أجل 1= 1 : 370 343 +27 - 7 +3×9 و [0]10 370 

التمرین - 17 

1 - آدرس حسب قیم العدد الطبيعي 7 بواقي القسمة الاقليدية للعددین "3 و "4 على 7 

2 - برهن أن من أجل كل عدد طبيعي 0 یکون العدد "1424 + 20067 × 2 قابلا للقسمة على 7 
من أجل کل عدد طبيعي ‏ نضع : "4 × 3+ "3 × 2= ,نا 

3 - أحسب بدلالة م المجموع 5 حيث ,نا + .... + رن + ونا > 8 

4 - ما هي قيم العدد الطبیعی ١‏ التي يكون من أجلها 5 قابلا للقسمة على 7 


باقي قسمة "3_على 7 


باقي قسمة "4 على 7 
1 
4 
2 


2- [1424<23]7 اذن : [7] !"3= 1424 
ای [3]7 = !142497 حسب السوال (1) 
[4]7 = 2006 إذن :۰  40۳*2]7[‏ 2006352 
أي [2]7 > 2006277 حسب السوال (1) 
منه : [2]7 ×2 ے 20067972 ×2 
أي [4]7 = 2006277 x‏ 2 
۰ 1 2 142461 
نش : [ ۵ 40062 x‏ 2 
انن : [4]7 + 3 1424۳ + 20062 x‏ 2 
أي :2 [0]7 = "1424 + ”2006 2 و هو المطلوب 


Ox 35+ 3*4)‏ دي كد واه زوع او (2x‏ +4 کوب لو 0 = 
47 ع 3+4 موی ٣+‏ وابائقوے 
4۳-1 3-1 
)3+ = 
OD‏ 
یں جاک و ا 
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سلسلة هباج 


4۳۱-2 + 3۳ - 
4 يكون 8 قابلا للقسمة على 7 اذا و فقط إذاكان [0]7 <5 
ی [0]7 4۳۱-2 + 3۳*۱ 
ایس ]4۳۱-2 +3۳۱ 
أي [2]7 2 4 × 4+ x3"‏ 3 
لندرس إذن بواقي قسمة "4 × 4 + 37 <3 على 7 كمايلي : 


1 


7 7 20 
ME‏ 161206 3 
1 0308 [7]7- "3 × 3 
2 س۲ت ات ڑا [9]7- "47 
1 ا ا ا [77 = "4 x‏ 4 
2 | 0|110 |4 |0 29۳1 4 00د 


نتيجة : [2]7 = "4 × 4 + "3 ×3 إذا و فقط إذا كان [5]6= 8 

قيم 2 المطلوبة هي 5 +6۱ حیث k € 1٦٦‏ 

18  نيرمتلا‎ 

1 - آدرس حسب قيم العدد الطبيعي 23 بواقي القسمة الإقليدية للعدد "7 على 10 

2 - إستنتج أن من أجل كل عدد طبيعي 1 فان یں (7۹۳*3 + 7 + 7441 + “7) يقبل القسمة على 10 
من أجل کل عدد طبيعي « نضع "7 + ...+ 7+72 +21 ,5 

3 - أثبت أن من أجل كل عدد طبيعي « فان ٩,]10[‏ = يبوه 

4 - آدرس حسب قيم العدد الطبيعي ‏ بواقي القسمة الاقليدية للعدد ,5 على 10 


الحل - 18 
رت 
: [1]10 = 7 قیم 0 |باقي قسمة "7 على 10 
[7]10 = '7 41 1 
[9]10 = 7 1 +4۱ 7 
0 7 منه : 4k+2‏ 9 
[110 72 4+3 3 
2 حسب السؤال (1) فان من أجل كل عدد طبيعي ءا لدینا : 
72211007 
سار ۳ منه [3]10 + 9+ 7+ ہے 7٩۳۵‏ + 7۹۳2 + اسم +7 
4k 4+1 41+2 4+ =‏ 
0 ]010 ے 7° + 72 + اب 7 
3- من أجل کل تصدد شب وري 7 77 SE SAE‏ 


إذن : 1O]‏ دو TE EF‏ 6اک5 
لکن [0]10 = 70*٩‏ + 9ب 7۳+ 7۳*۱ حت سول (2) 
لان الاعداد 1 +0 ؛ 2+ ؛ 0+3 + 2+4 متتابعة . 
إذن : ٩,]10[‏ > هب5 
5 50-1 إنن؛:) [1]10 ع و9 
1+7 5 لذن [28]10 ر8 
وه + 1+7 و8 إذن : [7]10 -52 
3 + 49 + 7 + 1= و5 إذن :۰ [0]10 ع و5 
خلاصة : اذا کان 5-41 فان [1]10 = Sa‏ 
اذا كان 1 +1 4< فان [8]10 = ہڈ5 
إذا كان 2+ )4 = مہ فان [7]10 = ہ5 
اذا كان 1+3 5-4« فان [0]10 = م5 


التمرين ‏ 19 
× و ر عددان طبیعیان غير معدومان 
آوجد الاعداد التي تکتب ۲ في النظام العشري و ۲ في النظام ذو الأساس ‏ 7 

الحل ‏ 19 
× و ر هما قمان في النظام ذو الأساس 7 إذن : 6 که و6 ک ل 
و حسب المعطیات 0 ٭× و ۶0 ۷ 


ادن (6: 45 :61:25:3 با 4:56 :۷:12:32 
في النظام العشري × ل ينشر الی ‏ 10 + 
في النظام ذو الاساس 7 1< ينشر إلى ۷ +75 


منه : 7+3 > و10 ++ اي عدم جر 9 اي 37-25 


اذن: : بت منه ۷ زوجي لان ٦٦آ‏ ء × 
أي (6: 12:4 ۲ 
سن أجل 2 3 055-62-3 
من أجل 4 : 6= 12/2 = x‏ 
ل 6 : 9= 18/2 = × مرفوض لان 6> × 


ور 


YD 63:2: 


1 


إذن الاعداد المطلوبة هي 46 و 23 (مكتوبة في النظام العشري) 
أو 64 و 32 مکتوبة في النظام ذو الاساس 7 
التمرين ‏ 20 
عين العدد الطبيعي ١‏ الذي یکتب 2 02۲ في النظام ذو الأساس 7 و یکتب 
× 0-23 في النظام ذو الأساسن 11 
الحسل ب 20 
× ۰ لااء 2 أرقام في النظام ذو الأساس 7 إذن كل من × و ر و 2 ينتمي إلى المجموعة 
(6: 5 : 0:1:2:3:4) عه 
في النظام ذو الأساس 7 ۱2*5۷2 اذن : 2 7۷7+: 849 
في النظام ذو الأساس 11 : اھ ہا إذن : + 11 +2 ۶-121 
إذن : +11۷ +1212 < 7+2 رو 


أي : x > 120 2+ 4y‏ 48 
أي : 2+7 7-30 12 
أي : 12-302 < ۷ 
آي (2 5 -× 6)2 = ۷ 
0 و 2x-52=1‏ 
0= و 7-0 25-5 
۷6 و 52*1 2 2 
۷0 و ھی ا ا 
E ESD 0‏ 
۷۵ 0 (2:) 
Gi; (10:0: 7‏ 


502 :2000 7 في النظام ذو الاساس 7 
n »)0: 1‏ في النظام ذو الأساس 10 


247 |11 190111 
27 |22 11 80۱117 
5 11 3 
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سلسلة هباج 


إذن : في النظام ذو الأساس 11 : 190163 و 247-205 
التمرین - 21 
1 - بين أن إذا كانت الثنائية (۷: *) من الأعداد الطبيعية تحقق المعادلة 130 < ر ۰-28 45 
فان × زوجيو ۲ مضاعف 5 
2 - عين العدد الطبيعي ١‏ الذي يكتب 2003 في النظام ذو الأساس 9 و یکتب 5886 في النظام ذو الأساس. 7 
2 
1 - لتکن (۷: ×) ثائیة من 1 ×10 2 1 
إذا كانت (9: #) حلا للمعادلة 130 = ر 28 - × 45 فان !1 تسف و1 رها 
ام (65 + x = 2)14 y‏ 45 
ˆ [و 280-560-260 
وت ہت پر تہ 
" لو 5 يقسم 28 5 یقسم الإ / 
2 - في النظام ذو الأساس 9 3و20> و حیث 8 > ک0 
إذن : بن 90+ 1461 3+م 9 + ين 81 +729 n =2 x‏ 
في النظام ذو الأساس 7 : 0-5086 حیث 6 > 8 > 0 
لذن : 8 56 + 1721 =6 + 8 6+7 49+ 343 n = 5 x‏ 
منه : 8 56 + 1721 = »90+ 1461 


أي : 260 = 8 6-56 90 
منه : 130 = 8 0-28 45 
منه حسب السوال (1) فان 8 مضاعف 5 و 0 زوجي . 


8  - 7 ل7‎ 


رت ا 9 (0:2:4:6:8) عه 

منه الحالات التالية : 
اوہ : 8-0 ان : 0 = 45 

۶ 26 اک 

منه : و 75 = ٥‏ مرفوض 
انيا : ۵<5 اذن : 130 +(28)5 = 45 

اي : - 200 - 

45 8 


نتيجة : 0-6 و 8-5 
ا 1 
1 أو |2001 =(56)5 + 1721 n=‏ 
التمرين ‏ 22 
N‏ عدد طبيعي يكتب 272 في النظام ذو الأساس 11 و یکتب ۲۲7۶ في النظام ذو الأساس 7 
أكتب العدد 11 في النظام العشري . 
الحل ‏ 22 
لتکن ۸ المجموعة المعرفة بے (0:1:2:3:4:5:6) =۸ 
الاغذاد × ۰ ۷ > مي :ارام في النظام وا 7 اذن ۸ € ؟ A ۰ ye4‏ ع 2 
في النظام ذو الساس 11: ۰ 112 +1211 +1332 +۲۱۱2 ۱۱۱۱ 


في النظام ذو الساس. 7 : دع عن ع 3929 و NALS‏ 1 ۶+ (7 ے م 
منه : +74 +17 2392 2 11+ 1217 + 1332 

اق : 1 27-2 10+ 7 1325 

آي : 1 -<(27 2+ 7 5)265 می اڑا 


إذن : 5 یقسم 271 منه 5 یتسم ر لي [5 0 وٹ جدء ل 
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إذن نميز حالتین : 


الأولى : > ر إذن : المساواة (1) تصبح : 27115 -(22 +5)2657 
أي 22-1 +265 
منه: 2-1 و 


الثانية : 0= ۷ إذن : المساواة (1) تصبح : 22-0 +2657 
منه: 220 و0 


قيم ۲ المطلوبة هي (1970: 0) 

الت .23 

0 عدد طبيعي يكتب في النظام ذو الأساس 9 : <127 > 8 

1 عين قيمة × حتى یکون :1 قابلا للقسمة على 8 

2 - عين قيمة × حتى یکون ١‏ قابلا للقسمة على 11 

الحل - 23 

× رقم في النظام ذو الأساس 9 إذن :, (6)0:1:2:3:4:5:6:7:8 × 
< 1 إذ 


عر+ وير 7 +292 +193 دم 
n= 954 +‏ 


1 - لدينا [2]8 > 954 اذن : [8]× + 2 × + 954 أي [8]× +2 2م 
منه : يكون 1 قابلا للقسمة على 8 اذا و فقط إذا کان [0]8 = 2 + 
اي [۰2]8 =× 
اي [6]8=× 
اي 26 لان 8>* 05 
2- لدینا [8]11 9542 مذ [11] + 8 دع + 954 أي [8]11 ++ دم 
إذن : يكون 1 قابلا للقسمة على 11 إذا و فقط إذا كان [0]11 8 + × 
أي [8]11-= × 
أي [3]11 =× 
منه : 3=× لان 8> ×>0 
عين العددين الطبيعيين × و ر بحيث يكون العدد 27085۷ = 7 
المكتوب في النظام العشري قابلا للقسمة على 3 و على 11 
الحسل - 24 
كل من الاعداد الطبيعية × او و هي آرقام في النظام العشري . 
ان : 0559 و 056۲9 
[0]3 82 یکافی [0]3< ¥ + 8+5 % +7 +2 
يكافي [0]3 2 22 ++ 
یکافی [0]3 1 +۷ +« لان [1]3 222 
یکافی [2]3 < + × 1 
„n = 0]11[‏ یکافی [0]11 <2 -7+ 8-7 + 1-5 
یکافی [0]11 82 + ۷-۲ 
يكفئ [3]11 1-2 زا 
مته : ۷-23 أو 
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ها (6 :4:5 0:1:2:3)ع ۶ و ۷-3 
5-9 أو (9: 218 ۶ و ۶-8 ۲ 


مت : ((1 :0(9 : 5)8 (6:9) ;)8 : 5) : ::)٤:7(‏ © يي :)5 ;2( : (1:4) : (3: 6100 ان 
لکن [2]3* ۸3 × 
إذن : 8:0(۲) : (1:4) : (4:7)اء (x:y)‏ 

نتيجة : 278850 : 271854 : 274857)ء "¬ 

25  نيرمتلا‎ 

× عدد طبيعي 

1 - برهن أن : [0]7 = × 3 تكافئ [0]7 = × 

لیکن ۷ و ۷۲ عددين طبدعيين مكتوبين في النظام العشري كمايلي : 

0 .... م4 وه > لا و a,‏ ذ8 .... An-ı‏ و2 < M‏ 
2 - برهن أن N‏ يقبل القسمة على 7 إذا و فقط إذا کان مد 2 - ۷۲ یقبل القسمة على 7 
3 - استعمل هذه الطريقة لتبریر ما إذا كان العددان 105154 و 263572 قابلان للقسمة على 7 


الحسل - 25 
1 لیکن × عدد طبيعي . لندرس بواقي قسمة ×3 على 7 كمايلي : 
6 3 ۰ [7] < ۲ 
4 | 20411 ره جر 
x‏ 


= 0]7[ نتيجة : [0]7= ×3 يكافئ‎ 
N = aq ا 0 ۰۰۰۰8۱ رمة‎ 2 
N= a, x 10" + ريج‎ x 10" + .... + a,x 10 + إذن : مه‎ 


= م۱06۵‎ x 10۳ + ريج‎ x 1072+ ,...+. »ايج‎ 10 + ay) + a0 
M = an x 10۳+ رم‎ x 10" +.... +a, لان‎ = 10 M+ ao 
N=10M + منه : [7]مه‎ 
10=3[7] اي : [7]وة +۷ ۱23 لان‎ 
3 + یکافی [0]7 2 وه‎ N= 0]7[ : نتيجة‎ 
15 لأن [7]وہ م2‎ 3 M + 15 ٥و‎ 0]7[ یکافی‎ 
3)01+ 5 یکافی [0]7 = (مه‎ 
)1( یکافی [0]7 < ۵ 5 + ۷1 حسیب السوال‎ 
5 =-2]7[ يكافئ [0]7 ۷۸-280 لأن‎ 
7 خلاصة : یکون ۱ قابلا للقسمة على 7 اذا و فقط إذا کان 80 2 - ۷ قابلا للقسمة على‎ 
: لنستعمل طريقة هذا التمرین لاثبات ما إذا كان العدد 105154 قابلا للقسمة على 7 كمايلي‎ - 3 
M - 5 0 ١N 2 105154 : الخطوة الأولى‎ 
إذن : 0507: -(2)4 - 10515 = مه ۸-2 هل 10507 قابل للقسمة على 7 ؟‎ 


الخطوة الثانية : 10507 2 ا 0 0 2 M‏ 
6 = (2)7 - 1050 = ۵0 ۸-2 هل 1036 قابل للقسمة على 7 ؟ 
الخطوة الثالثة :1026 > لم M = 103 ٤‏ 
91 = (2)6 - 103 < مع 2 - ۷۸ هل 91 قابل للقسمة على 7 ؟ 
الخطوة الرابعة : N=91‏ 0 11-9 


7-(9-2)1 2 مه 1۷-2 
نتوقف : [0]7 = مه ۷-2 إذن : 91 مضاعف 7 
منه : 1036 مضاعف 7 
منه : 10507 مضاعف 7 
مند 105154۰ سای :7 ابمل امه عل 7 
لنعد نفس الطريقة بالنسبة للعدد 263572 


ر ی کے 
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E 


Z|‏ س ده 


یمکن أن نتوقف هنا لان 16 ليس مضاعف 7 اذن : 244 ليس مضاعف 7 
منه 2629 ليس مضاعف 7 و منه 26353 ليس مضاعف 7 إذن 263572 ليس مضاعف 7 


دم 7ا 263572 7ا 105154 
37653 53 15022 35 
45 01 
37 15 
22 4 
0 0 
التمرین ۔۔۔ 26 
× و ۷۲ عددان طبيعيان وکتبان في النظام العشري كمايلي : 
N 220 201 .... 22 21 0‏ و 8۱ 22 2۱۰.۰۰ و2 < ۷[ 


1 - برهن أن N‏ یقبل القسمة على 13 اذا و فقط إذا كان مد 4 +۷۲ يقبل القسمة على 13 
2 استعمل هذه الطريقة لتب یر ما إذا كان العدد 1631216 قابلا للقسمة على 13 


26  لحلا‎ 
N = aq x 10" + ريج‎ x 10۳ + ....+ a x 102 + رو‎ x 10 + ao 1 
و106‎ x 10۳ + انح‎ x 1072+ „... + عزية‎ 10 + aı) + مه‎ 
= 10 ۷+ مه‎ 


نتيجة : [13]مه +101 × 
لکن : [13]مه 40 = مه لان [1]13 = 40 


إذن : [13]رة 40+ N= 10 M‏ 
أي [13](مه 4+ N=10(M‏ 
منه : یکون [0]13 = × إذا و فقط إذا كان [0]13 > (مع 4 +1006 
أي [0]13 = مه 4 + 3۸ لان لا بوجد قواسم مشتركة بين 13 و 10 
2 - هل 1631216 قابل للقسمة على 13 ؟ 


6 -< لم 1 1 2 1 0 5 = 24 + 163121 = مه 4+ M‏ 
N= 163145‏ ؛ 16314 = M‏ 0 4 = 20 + 16314 = وج 4+ M‏ 
4 ح- ۱ 0 1633 = M‏ + 1649 162 + 1633 > مہ 4 +1 

M +4 مع‎ > 164 + 36 - 0 0 M=164 0 ۱ - 49 

[۷] + 4 مج‎ < 20 + 0-0 [۷ - 0 N - 0 


N 2 0‏ لا يقبل القسمة على 13 إذن : نتوقف . 
نتيجة : العدد 1631216 لا يقبل القسمة على 13 


ت 13| 1631216 
7 > 53 
71 
62 
101 
106 
2 
التمريق - 27 


۷ عدد طبيعي يكتب في النظام العشري من الشكل 20 ر4 ... 2-1 م2 


1 - بين أن العدد ‏ یکون قابلا للقسمة على 11 إذا و فقط إذا كان ,2 "(1-) +.... + یو + ,20-2 مضاعفا ل 11 


2 - هل الاعداد التالية قابلة للقسمة على 11 : 72792973 ؛ 43141408431 
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27 الكل‎ 
an, x 10" = )- 1)" 111 10" = )- 1" [11] 
a 10۳ = )1(۳۲ anı [11] 10 = (1 [111] 
3 إذن : منه‎ 10 <-.1]11[ -1 
a2 x 102< [11]دہ‎ 10* = ۰ 1 
[11]رھ -< 10 « رم‎ 10 2 -1]11[ 
رمع + "10 عايج‎ x 10۳ + .... + a2 x 10 + a, x 10 = [11]روے.۔, + ")1 ع)رنية + ")1 -)ية‎  هلم‎ 


منه-. [11]مة + رو-..., + ")1 رمع + ")1 ره = x 10+ ao‏ ره + .... + 10۳ an x 10" + an.‏ 
أي :111[ ")1 )مه + (1 -)رمة + .... + ره - مق N=‏ 
منه : يكون [0]11 = N‏ إذا و فقط إذا کان [0]11 = "(1 )م8 + !"(1 -)رمد + +a...‏ رق - وھ 
2 هل العدد 72792973 مضاعف 11؟ 
7-0-:7+2ب9 +972 3-7 مضاعف 11 
إذن : العدد 72792973 مضاعف 11 
هل العدد ‏ 43141408431 مضاعف 11 ؟ 
1 -< 4+ 1-3 +4-8+0-4+1-4+ 1-3 مضاعف 11 
إذن : العدد 43141408431 مضاعف 11 
التمرين ‏ 28 
a‏ عدد طبيعي أكبر تماما من 1 
1 - انشر الجداء : (1 + 4 -”و)(1 + 4+4( = ۸ 
2 - إستنتج أنه في كل نظام تعداد يكون العدد 10101 يقبل القسمة على 111 ثم عين حاصل هذه القسمة . 
ملاحظة : العدد (2-1) نرمز له ب 8 في نظام التعداد ذو الأساس ۾ حيث 4<2 
[ - 28 
لب (اجه A = (a + a +1)(a”-‏ 
ای که جو + +a taa?‏ ہہ 
إن 1 + a +a?‏ کے ے وراج 
2 لیکن N‏ عدد طبيعي یکتب قي النظلم ذو الاشاس 8 الحيث N=10101 : (a>1‏ 
إذن : 08+1+خع + 04+ > ٦‏ أي ویو + 0 N=‏ 
منه : حسب السوال (1) فان : ,رر Dine N = (a + ۵ +1)(a‏ 
لدينا : 097 
و 8-1(83+1)-82-2+1 مئه في النظام ذو الأساس 8 فان 1-81 +۵ 27 
حيث 8 هو رمز الرقم (8-1) في نظام التعداد ذو الاساس 2 
نتيجة : المساواة (1) تصبح : 111×861 -10101 ا 
أي : العدد, 10101 يقبل القسمة على 111 و حاصل هذه القسمة يساوي 81 
التمرین # 29 
۾ عدد طبيعي أكبر تماما من 1 "۶ 
1 في نظام التعداد ذو الشه‌اس 2 بین أن العدد 1001 یقبل القسمة على 11 
2 نمثل العدد (1 - 8) بالرقم 8 . عين حاصل قسمة العدد 1001 على 11 
3 تحقق من هذه النتائج في النظام ذو الأساس 10 ثم في النظام ذو الأساس 12 
الحل - 29 


1 في نظام التعداد ذو الأساس 8 لدينا :۰ 1 + 4= 1001 38+1 7 
رم )1+ (a+ 1)(a”-a‏ = ایر کی ا سن 
لدينا : 11= 4+1 1+ ق۔ 
إذن : العدد 1001 قابل للقسمة على 11 بات wR‏ 
2- حسب اسوال (1) لدینا : (8+1()82-8+1)-1001 8+1 
Ba = (a +1)[(a- 1) a + 1]‏ ٦ھ‏ 
61ے 0 
او 3 لف سی 


180 


ہے سے 1 احص ين جا 


نتيجة : حاصل قسمة العدد 1001 علق 11 هو 61 
3 - تحقیق : في النظام العشري لدینا : 11| 1001 


191 
0 
في النظام ذو الأساس 12 : 9 = 1+ (12) = 1001 
1*13 +12 - [ 5 
باجراء القسمة الإقليدية كمايلي : بط 1 
نبحث عن كنابة العدد 133 في النظام ذو الاساین 12 کیج : 133 2 
2 | 133 10 
5 2 11 ]13 
Il ۰ 133 1‏ 


ادن : 
تفر - 30 
1 - برهن أن من أجل كل عدد طبيعي ۸ حیث 3 < ۾ یکون العدد 1331 المکتوب 

في النظام ذو الأساس ٨‏ هو مکعب لعدد طبيعي . 

2 - عين أساس النظام الذي یکون فيه العدد 14641 قوة رابعة لعدد طبيعي . 

الحل - 30 

- من أجل کل عدد طبيعي 2 حیث 3 <2 لدینا في النظام ذو الباس 8 : 
a+ 34+1 = (a+ ۱۳‏ 3+ ته 1331 

إذن : العدد 1331 في النظام ذو الاساس 2 هو مکعب للعدد (1 +۸) 
2 - لیکن 8 أساس النظام الذي يكتب فيه العدد 14641 حیث 1<6 

إذن : 1+ a‏ 4 + تع م + تو 4+ =a‏ 14641 

GD: 
نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي 2 حيث 6 <ه فان العدد 14641 المکتوب‎ 

في النظام ذو الأساس ۵ هو قوة رابعة للعدد (1 +8) 
التمرين ‏ 31 
١‏ عدد طبيعي أكبر تماما من 1 . نضع 1+ "=4 
1 أكتب في النظام ذو الأساس ۸ الأعداد التالية : 2+ 0 ؛ م 2+ ”م ؛ ”(2+”م) ؛ n“‏ 
2 تحقق من نتائج السؤال (1) من أجل 5< ۸ ثم 1-10 

3 أكتب في النظام ذو الأساس « الأعداد التالية : (2 + ٹوو کیو (2 + نم) مدو 
-31 
1 لدينا | 811 منه 1< 

آل 2 <1 2م ای27 2ة 

أي :كل من 2۰1۰0 هي آرقام في النظام ذو الأساس 8 

من جهة آخری 1+ :و لذن : وی 3 أي n” <a‏ 

و خاصة ۾ > 9 لذن : کل من ظ و 8 هي آرقام في النظام ذو الأساس 2 

لنبحث اذن عن کتابات الأعداد المطلوبة في النظام ذو الاساس ۵ : 

n +2 < ج)‎ + 1( + 12+ 1-1 

0۵0-1۱ +ع ۵-1 1+2 + عو 2+ و 

لنت أن 4> 22-1 

لدينا : (1-م2)-1+ تم (1 عام 2) a=‏ 

72 ۳-2 کثیر حدود من الدرجة (2) 

0> 4-= 8 -4=4 اذن : من أجل كل 8 من N‏ فان "250+ 12-21 

أي : 28-1(<0)-2 منه 22-1 <8 

لیکن © رمز العدد 20-1 في النظام ذو الأساس 2 

إذن : 0 + 23-2 + شم 

n +2 ۱-10 : منه‎ 
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1۶121 +و 2 + 2 - (1 (n +427 = [(n + 1(+ 1[ (a+‏ 
لدینا 1 + "وه این 0-1 < 1 منه ۳( -ه) > ٹر 

اي : 1 +2۵ - شود ثم 10< 
لأحظ آن :202 = 2+ تج 2 = (1 +ج 82-2) + (1 + 2+ ه) و لاحظ أيضا أن 1-121 +۵ 2+ ”ج 
منه ؛ 2 (۱ +0 2 - (a‏ + 121 
أي 1 = 202-121 -<1 + 22-2 
حیث_ 8 هو رمز الرقم (2 -2) 

نتيجة : 1 < 1 
2 -من أجل 5 <ه فان بي و إذن :222 
إنن : 226+ ؛ 8-م2+ثم + 36= )2+ (n‏ + 16= 
لدینا : 6<11 8 
0-2-1-3 منه 813 
121 26 ۰7۱و 
8-5-2-3 إنن : 16-31 
التحقيق 
في نظام التعداد ذو الأساس 5 
1-6 
6 

من أجل ےو فان 2-9م مله 823 
ہیں 11 22 + n‏ + ور 282+ ثم + 121 = 22+ (n‏ 81-4 دثمق 


لدينا :11 = 11 في نظام التغداد ذو الأسامن 10 
5= : -0 ۸-2 منه 15 - 15 في نظام التعداذ ذو الاساس 10 

121 = 121 في نظام التعداد ذو الأساس' 10 
8> 10-2 <۵ منه 281 81 في نظام التعداد ذو الاساس 10 


n(n? +2) 3‏ = نا 
n[(n” +۱(+ 1]‏ = 
=hn(a + 1(‏ 
=natn‏ 
٠‏ = حیث .2 هو رمز الرقم ۸ 
v= n(n? + 2)‏ 
]1 + )1+ تم ]مد 
n(a + 1)‏ = 
=n” a+n‏ 
= حیث ‏ هو رمز الرقم * 
التمرين ‏ 32 
لیکن |7 عدد طبيعي فردي و ليس أولي حيث يكتب من الشكل ”ط - ”4 = از 
۾ و ط عددان طبیعیان يدتقان تا <4 
1 - برهن أن 8 و نا ليسا من شفعية واحدة ( آحدهما زوجي و الآخر فردي) 
نقبل أن العدد 250507 ليس أولي . 
لتكن المعادلة 62 = 5250507 8 ذت المجهولين الطبيعيين ۾ و 8 
2 - عین البواقي الممكنة للعدد ”× على 9 من أجل كل قیم العدد الطبيعي 3 
3 استنتج البواقي الممكنة للعدد 7 - ”4 بتردید 9 ثم عين بواقي a‏ بترديد 9 في كل حالة . 
4 برهن أن البواقي الممكنة للعدد 2 بترديد 9 هما 1 و 8 
5 برهن أن إذا كانت الثنائية (ط : ) حلا للمعادلة )٤(‏ فان 501 <4 
6 برهن أنه لا يوجد أي ثنائية من الشكل (ط : 501) تحقق المعادلة () 


۱ لتكن الثنائية (ط : 8) حلا للمعادلة () 
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7 - برهن أن [503]9 > و أو [505]9 > و 


8 - عین أصغر عدد طبیعی 


16 حيث تکون الثنائية ( :ء1 9+ 505) تحقق المعادلة (15) ثم اعط قيمة ظ 


9 - استنتج مما سبق تحلیلا إلى جداء عاملین للعدد 250507 
0 - هل العاملین آولیین فيسا بینهما ؟ 


الحصل - 32 


N= a” - 9 = ج)‎ - b)(a +b) ا‎ 


لدینا الحالات الممكنة التالية : 


نتيجة : یکون ‏ فردي إذا 
2 - بواقي قسمة × على 


شفعية 8 | شفعية 0 | شفعية 9+ | شفعية ا 
آو 2-9 
فرد فردي زوجي زوجي 
فرد زوجي فردي فردي 
زوجي زوجي زوجي زوجي 
زوجي فردي فردي فردي 


و فقط اذا كان 8 و ا ليسا من نفس الشفعية 
9 


0*۲ | 2 | 3. و4‎ 3 | ۵ 
GUHE AO ۱7 ا‎ 


3- لدینا : [1]9 = 250507 منه [1]9 - = 250507 - 


إذا وضعنا = × فان 


4 حسب السوال (1) فان الإواقي الممكئة 


أي [5]9 = 250507 - لان [1<8]9- 
إذن :۰ ]3809 a‏ ام و a‏ 
: "۸-9 أي 250507 تو = × 
منه : [8]9 + ۵ 
أي : [9] 8 - تر 


9 0112] 3 4] 5 |67 [8 
91 TI I O IKI 

اهاز 82 ط2 ZL ga BED E245‏ 
للعدد × على 9 هي + [0:1:4:7) 


إذن : البواقي المقبولة للعدد 2-8 هي 1 فقط لان [8]9 ”× = ”ج 
دس« بردي 9 لا يمكن أن تكون من المجموعة (8 : 5: 2) 


: [1]9 = ه أي [1]9 <ه أو 809 عه 
001 (ط ;4) حلا للمعادلة (8) 
إذن : 7۔ تو = b‏ 
هذه : ا + 250507 = a‏ 
إذن : 7 2< ۾ لان 0< ”طا 


a > 7 : : اي‎ 


az 50: 


6 ا 1 < ۸ المعادلة () تکافی “6 = 250507 -”(501) 


7 حسب السوال (5) فاز 
إذن : 502 <ه 


تکافی ”نا = 250507 - 251001 
تکافی ”نا = 494 
تکافی" 2494 نن ×| 6:6 


نتيجة : لا توجد أي ثنائية (نا : 501) تحقق المعادلة () 


1 ه لان لا توجد ثنائية (0: 501) تحقق المعادلة (ظ) 
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سلسلة هباج 
منه : 2 یکتب من الشکل م + 502 <2 حیث (] © 2 


لدینا حسب السوال (4) : 1 ار تر روح ا 


n = ۳ 221‏ + 502 
۳ 1 [501]9 -٭ n‏ 
کات [494]9 - دم 


n= 3]9[ 1 ۳‏ (لأن [3]9= 501-) 
۰ [*191-ه رن [1]9 < 494 ) 


1 ۸2913 
* ور بزوعم وعم 


نتيجة : من أجل 12+13 5-9 فان : 14+3 9+ 22502 أي 1 9+ 8-505 
من أجل 1 +9291 فان : 1 + 502+9 -2 أي )9+ 8-503 
إذن : ہما [503]9 =ه أو [505]9 >3 
8 تكون الثنائية (0 :1 9 + 505) حلا للمعادلة (6ا) إذا و فقط إذا كان العدد 
7 - 1 9 + 505) مربعا تاما كمايلي : 
kK)” -607‏ 9( + « (18)505 + (505) = 250507 - (1 9 + 505( 
K + 9090 k‏ 81 + 4518 - 
k + 1010 Kk)‏ 9 + 9(502 = 
إذن يكفي أن يكون العدد )1010 + 9۸+ 502 = ۸ مربعا تام . 
لنجرب قيم 1 كمايلي.: 
من أجل 0= ۸ : 502 =۸ ليس مربع تاما . 
من أجل ۷-1 : 1521 = 1010 + 502+9 < ۸ إذن : (39) =۸ مزبع تام . 
نتيجة : أصغر عدد طبيعي 1 حيث الثنائية (ط ; ) 9 + 505) حل للمعادلة. (:1) هي 1= ) 
إذن ؛ )39( x‏ و = 250507 - k)”‏ 9 + 505( 


أي : )39 x‏ 3) = 93 
منه : 7 ۰39 0-3 
أي : الثنائية (117 : 514) هي حل للمعادلة (ظ) (1 5 إذن : 514 > 9+ 505 <ه) 
9 - لدینا الثنائية (117 : 514) حل للمعادلة () اذن : 
1172) = 250507 - )514( 
أي : 7 = 117(۳) - (514) 
أي د 250507 -(514-117()514+117) 
أي : 631 × 397 = 250507 و هو التحليل المطلوب 
0 لنبحث عن (397 : ۳0۲)631 باستعمال خوارزمية اقلیدس كمايلي : 


7 631 4 397 ,163| 234 71 163 ام 71 
1 | 234 :0( 633 
21 8 
ا 5 81 وی ء 3208 
52 311 اہ 1۱۶ 
نتيجة + 1 - (397 : ۳0056631 اذن : العاملین 631 و 397 آولیان فیما بینهما 


33  نيرمتلا‎ 

نرید دراسة وجود ثلاث آعداد طبيعية × ۰ ۲ ۰ 7 تحقق : 

7 ["1]2 - 2۳ = 2+ ”ر +× من أجل عدد طبيعي 7 حیث 2 < 8 

الجزء 1 : لیکن 2 2 7 

1 - تحقق أن الثلاثية (5 : 3 : 1) = (3:2:2: 2). تحقق الشرط (۲) 

2 لیکن 3=" . 0 عدد طبيعي باقي قسمته على 8 هو ۲ و باقي قسمة ص على 8 هو 1 
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أكمل الجدول المقابل : 
ASE EEE ISS‏ 
R ۱‏ 
3 هل یمکن ایجاد ثلاث أغداد طبيعية ‏ ء ر ۰ 2 حیث [7]8 = 2+ + لم 
الجز ء 11 : لیکن 3 < م 
نفرض أنه توجد آعداد طبيعية × ۰ ء 2 تحقق الشرط )٤(‏ 
1 - برر أن الأعداد × ۰ ۰ 2 كلها فردية أو من بينها عددین زوجیین فقط . 
نفرض أن × و ۲ زوجیان و 2 فردي 
2- برهن أن [1]4 = ”2 + ”ر + × 
3 - إستنتج أن هناك تناقض 
نفرض أن × ۰ 3 ۰ 2 كلها فردية . 
4 - أثبت أن من أجل كل عدد طبيعي k‏ : [0]2 = 1 + 1 
5 - إستنتج أن [3]8 = 2 + ”ر + × . ماذا تستنتج ؟ 
الحسل = 33 ۱ 
الجزء 1 
1 -(13:5)- (2 عو ب ای و 25 25 +و+ 1= 277+ x+y‏ 
ہما أن [3]4 آي[ 35832و 3-221 
فان الثلائية (5 : 3 : 1) تحقق الشرط (تا) من أجل 22 7 


۱۳ 
4 


° 


5۳۱ 7 
1 


m < 7]8[ 
7 68 1 


m= [8] 


2 
> 


إذن البواقي الممكنة لقسمة × أو ”ر أو ”< على 8 هي أيضاا (4: 1 :0) 
لنبحث إذن على البواقي الممكنة لقسمة ”+× على 8 كمايلي : 


2 
ا ا تن | إذن : البواقي الممكنة ل قسمة ”ر + × على 8 هي (0:1:2:4:5) 
DEO} 1 4‏ 
5 | 2 | 1 ]| 1 | منه : البواقي الممکنةال قسمة 22 + 32+ 7× على 8 هي كمايلي : 
GOG‏ و 4 2 
2 
کک ہیں 
E PO TEN 057‏ ور 
دج E E‏ 00 0 
۱۳/۵ 1 
AES S6 OU‏ 4 


نتيجة : البواقي الممكنة لقسمة 7+ ”ر +× على 8 هي (0:1:2:3:4:5:6) 
: لا يمكن إيجاد ثلاث أعداد طبيعية × » بو » 2 تحقق : [7]8 = 2 + ر + 2× 


الجز 
| - لتكن الثلائية (2 : لإ : ×) تحقق الشرط (:1) إذن : ["1]2:۔" 
إذن 1 7 ۷ < 1 + 2 + توب x2‏ 
أي : ["0]2= 7+1 


إذن : العدد (1 + ”2 + ”ر + *) زوجي أي العدد (22 + 2ر + ») فردي 


1 
1 


نميز الحالات التالية : | مواقم را 
نرمز إلى العدد الزوجي ب 0 | 0 0 |9 ۱0 ۱0 ۱0 ۲0 
نرمز إلى العدد الفردي ب 1 ۱ 1 1ك EO‏ 0 
نتيجة ؛ حسب الجدول بکون 22 + + 2× فرديا ۱ 1 00 
في حالئین فقط : 1 0 8 ٗ و" 
ينا عد ۰ و ع 2 فربية کلها 1 6 كد RO‏ 0 
أو أحدها فردي و الآخرين زوجیین 0 ۱۱۳۰۱۰ ۱ 1۰۱۳۱ 
TFET ONLI PE O 0‏ 
1 7 1 1۳2۳۷ 1 ۳۱۳۱ ۲ 


2 »× و ل زوجيان و 2 فردي 
نضع 2k‏ × و لت و ¢ 22201 


q) + 1‏ + تن جر + )4 = 1 q+‏ 4+ تن ب + ثم 4 + kK?‏ 4 = نرب x? + y2‏ 
إذن : [1]4 ع2 
3ے لدینا : [1]4 ذن : 6-1 4= 2+ + 
إذا كان ["1]2- + ر + 2× فان : 2۷-1 + "2 جع 22+ ر + x‏ حیث m € IN‏ 
لذن : 4k+1=mx2"+2"-1‏ 
أي : 4k+2=2"(m+1)‏ 
آي : )1+ OT 22k +1)=2"(m‏ 


ہما أن 3 <5 فان :7 2702۳۶2 2۳-2 
مئه المساواة (0) تصبح : (1 +2۳۳0 ×2 »2 > (1۱ +1 202 
اي : (1 +2۳60 *2-(21+1) و هذا تناقضن 
لان (1 +21) فر دي و (1 + )"2 ×2 زوجي 
إذن : لا يمکن أن یکون × و لا زوجیان و 2 فردي 
4 - لندرس بواقي قسمة العدد )+ ا على 2 كمايلي : 
[k=22] 891‏ 
k = 7]2[ 011‏ 
0|0 | ۲2+ 1 
نتيجة : من أجل كل عدد طبيعي ٤ا‏ فان [0]2 = ما +12 
کے tk‏ آعداد فردیة إذن : سے 21611 شس 20+1 >7 5 2221 
منه : +4q+1‏ *و1+4+م4+ 4+ =4K +4k+1‏ مر + ر + x»?‏ 
+p) + 4)7 + (3‏ 0 + وا + 4(k‏ = 
لكن حسب السوال السابق فان كل من الاعداد Kk‏ كر م و ٩‏ + هي اعداد زوجية 
إذن : 1+۲2 ؛ 'م2-م+ثم + 2 <و+ و حیث ۲ + او ؛ او اعداد طبيعية 
منه : 3+ )4 4)2 + (ام 4)2 +( 40 - 2+ + 
3 + ن 8+ ام 8 +جزوے 
3+ + ]+800 - 
31 + فک 
نتيجة : لدينا : 18 +z‏ و اق : §KE3‏ = لوب x+y‏ حیث 1 1 
إذا كان ["1]2 - "2= ۴2 ر + × فان 2۳-1 +2۳ × م = 2 + +× 
=p x2" +28 -1‏ 81+3 
آي : (1+م)"2 =4 + 8 
اق )1+ 42k +1)=2"(p‏ ٍ0 
لکن 3ج ن2 222222 
منه المساواة (6) تصبح : (1 + م)2”3 × 2 × 2 × 2= (1 +1 4)2 
آي.: (1 +72۳0 2= 1 + 2k‏ تناقض لأن (1 +1 2) عدد فردي 
و (۱ +22۳1 عد روج 
خلاصة : من أجل 3 <" لا توجد أي ثلائية (2 : ۷ : ×) من الأعداد الطبيعية تحقق الشرط (ظ) 
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حلول تمارین الکتاب المدرسي 
المحور 2 : الادتمالات الشرطية 
حلول تمارین الکتاب المدرسي 
حلول لتمارين نماذج للبکلوریا 
| لمحور 3 : قوانین الاحتمال 
حلول تمارین الکتاب المدرسي 
المحور 4 : الموافقات في ,7 
حلول تمارین الکتاب المدرسي 
حلول لتمارین نماذج للبکلوریا 


ال مرس 


سلسلة هباج 
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